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Mili ¢tenafové,

tento text vznikal v prib&hu mnoha let na zakladé mych prednasek na Ceském vysokém
uceni technickém v Praze, kde po roce 1989 kone¢né piestala platit omezeni minulého
rezimu, a ja mohl zacit pfednaset. Na elektrotechnické fakulté tehdy vzniknul Ctyfse-
mestralni kurz teoretické fyziky pro magisterské a doktorské studium. Tento kurz po
nékolika proménach funguje dodnes a volné na n€j navazuje dvousemestralni prednaska
z teorie plazmatu na Fakulté jaderné a fyzikalné inZzenyrské. V roce 2011 vysla uéebnice
Uvod do teorie plazmatu a az poté, v roce 2016 se objevila kniha Vybrané kapitoly
z teoreticke fyziky. Po Ctyfech dalSich letech jsem se rozhodl k celému cyklu prednasek,
ktery existuje i v nahrané podobé na YouTube, vydat kompletni ucebni text tvoreny
trojici knih Vybrané kapitoly z teoretické fyziky I, II a III. Prvni dil této trilogie praveé
drzite v rukou. Naleznete v ném zaklady teoretické mechaniky, kterd je odrazovym
mustkem ke studiu kvantové mechaniky, statistické fyziky, elektromagnetizmu, relati-
vity, teorie plazmatu i dalSich odvétvi fyziky. Text obsahuje klasické pasaze tykajici se
Lagrangeovych a Hamiltonovych rovnic, zdkont zachovani, Poissonovych zavorek
a kanonickych transformaci. Zafazena je i kapitola o adiabatickych invariantech, ktera
je dulezita v teorii plazmatu. V kapitole 1.4 jsou probrané partie ukazany na nékterych
dalezitych ulohach. Je zde naptiklad odvozen pohyb v rotujici soustaveé, nalezeny pohy-
bové rovnice v pfipad¢ disipace energie nebo proveden vypocéet Lagrangeovych bodi
v tzv. restriktivnim problému tii téles. V kapitole 1.4.6 nalezne ctenal metodu, jak
v nékterych piipadech vyfesit inverzni ulohu, tj. ze znalosti pohybovych rovnic nalézt
Lagrangeovu funkci problému. V zavéru je nastinéna problematika Lagrangeovych rov-
nic pro polni problémy, kterd konc¢i Lagrangeovou formulaci Maxwellovych rovnic.

Druha c¢ast této ucebnice je vénovana kvantové teorii. Relativné standardni partie ty-
kajici se stavby a interpretace kvantové teorie, momentu hybnosti, spinu, ¢asového vy-
voje a jednoduchych ptikladii nalezeni spektra Hamiltonova operatoru jsou doplnény
aktualni problematikou tykajici se hranice mezi kvantovym a klasickym svétem, vyvra-
cenim existence skrytych parametrti, EPR paradoxem a Bellovymi nerovnostmi. Pro-
blematika je vétSinou feSena v Diracové symbolice, ktera je objasnéna v kapitole 3.4
této knihy. Zavér casti vénované zakladim kvantové teorie se tyka Kleinovy-Gordo-
ucebnice kvantové teorie.

Posledni ¢ast uéebnice je vénovana zakladiim matematiky, které jsou nutné ke studiu
fyzikalnich dé&ja. Ctenai mize do této Gasti uGebnice nahlédnout, kdykoli nebude znat
matematiku potfebnou pro cetbu fyzikalnich partii. Je zde zavedena Einsteinova su-
macni konvence, probrany zédklady komplexni analyzy, linearnich vektorovych prosto-
ra, Hilbertovych prostort, definovana Lieova algebra, ukdzany zaklady zachazeni s ko-
variantnimi a kontravariantnimi slozkami tenzorti, popsany kuzelosecky, vysvétlena
Diracova symbolika, probrany néckteré specidlni funkce a mnoho dalSich uzite¢nych
partii matematiky pro fyziky.



10 Predmluva

Proménné jsou v této ucebnici reprezentovany zasadné Sikmym fezem pisma. Zaklad-
nim fezem jsou zobrazeny funkce, zkratky, Cislice a rizné matematické operace. Tuc-
nym fezem pisma jsou sazeny vektory, tenzory a slozené objekty. Ve vyjimecnych pfi-
padech, kdy by mohlo dojit k nejednoznacnosti ¢i zaméné, jsou nad vektory a tenzory
sipky. Latinské indexy znamenaji pofadi veli¢iny, soutadnicové osy atd. Reckymi pis-
meny jsou oznaceny slozky ctyfvektord, naptiklad 4,, kde o = 0 (Casova slozka), 1, 2, 3
(prostorové slozky).

Vzhledem k tomu, Ze pocet pismen abecedy je omezeny, jsou nékteré veli¢iny ozna-
¢eny stejnym symbolem. Jejich vyznam lze ale snadno odhadnout z kontextu. Pomoci
pfi tom mize i seznam symboll zafazeny v zavéru knihy. Pti ¢teni nepieskakujte po-
znamky, Casto jde o dllezité postiehy potiebné k pochopeni probiraného jevu. V knize
je naleznete na Sedém podkladu. Ilustrativni pfiklady jsou oddéleny od ostatniho textu
na zacatku a na konci ¢ernym pilkoleckem. Dulezité vztahy jsou na levé strané ozna-
¢eny Cernym trojuhelnikem. Snad toto znaceni pfispéje k lepS$i orientaci Ctenafe
v naro¢ném studijnim textu.

Co fici na zaveér? Mé podekovani patii fadé mych studentt, ktefi se z textdl, na jejichz
zakladé vznikala tato kniha, ucili a peclivé objevovali pfeklepy a nejasnosti. Zejména
bych chtél pod€kovat Ing. et Ing. Petru Endelovi, Ing. Radku Betiovi, RNDr. Davidu
Bfenovi, Ph.D., Ing. Miroslavu Horkému, Ph.D., Davidu Manasovi, Ing. Antoninu Kr-
penskému a mnohym dalsim. Velky dik patfi Danielu Handlovi, ktery zcela nezistné
kurz teoretické fyziky natocil na video, a Ing. Janu Slamovi, ktery se zaslouzil o nato-
&eni dalsich &asti kurzu na FEL CVUT v Praze. V neposledni fadé patii mé podékovani
Ing. arch. Ivanu Havlickovi, ktery se postaral o ivodni grafiku k jednotlivym kapitolam,
obalku a né€které obrazky. Budoucim studentim bych chtél poprat predevsim bystry
usudek, bez n¢hoz by studium piirodnich déji nemélo zadny smysl. V dne$ni uspéchané
dobé jsou zde ale i dalsi potiebné faktory: klid ke studiu, dostatek casu a adekvatni
rodinné a finan¢ni zdzemi. Doufam, Ze ¢tenafi této knihy naleznou vse potiebné k us-
pésnému studiu ucebnice, kterou prave otevieli.

Petr Kulhanek, 2020, Lesany

Odkazy na kompletni nahravky prednasek k této ucebnici naleznou ¢tenafi na serveru
aldebaran.cz v sekci Studium. Zde si také mizete stahnout elektronickou podobu vétsiny
¢asti této ucebnice a dalsi dopliujici materidly k prednaskam.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo



Neni to tak davno, co se fyzikové délili na dvé velké skupiny — experimentatory a teo-
retiky. Pfislusnik kazdé skupiny véd¢l, Ze se bez ¢lenti druhé skupiny neobejde. Vysled-
kem byla plodna spoluprace plné zdanlivé fevnivosti a ismévnych historek. S nastupem
vypocetni techniky se vSe zmeénilo. Postupné vznikala skupina teti, kterd se zabyva
numerickymi simulacemi. Bez nich si dnes fyziku nedovedeme piedstavit. Numerické
simulace umoziuji prvni ovéteni vysledkti novych teorii bez nakladnych experimentt.
Pfi zpracovani experimentalnich dat pomahaji hledat procesy, které se za naméfenymi
udaji skryvaji. V soucasnosti ma fyzika tfi nedilné celky: teorii, experiment a numerické
simulace. Tato ucebnice je v€novana, jak jeji nazev fika, vybranym kapitoldm z teo-
retické fyziky. Je tvodem do teoretické mechaniky, kvantové teorie a statistické fyziky.

Fyzika zaznamenava v pribéhu staleti dvé zakladni tendence. Prvni znich je po-
stupné ¢lenéni na dalsi a dalsi podobory. Tento vyvoj souvisi s prohlubujicim se pozna-
nim a je piirozenou cestou v kazdé védni discipliné. Postupné vznikaji specialisté na
stale uzsi a uzsi obory, vytvareji si sviij vlastni védecky jazyk a schopnost komunikace
odbornikti z dfive blizkych oblasti fyziky se stale zhorSuje. Na druhé strané dochazi
k hlubsimu pochopeni souvislosti mezi jednotlivymi ¢astmi fyziky a k jejich postup-
nému sjednocovani do univerzalnéjsich teorii. Mozna se jednou podaii sjednotit fyzi-
kalni pohled na vSechny zakladni pfirodni interakce do jedné jediné teorie, kterou dnes
nazyvame Teorie vSeho (anglicky TOE, Theory Of Everything). Tyto integracni ten-
dence ve fyzice jsou znazornény na obrazku na nésledujici strance.

Mechanika jakozto védecka fyzikalni disciplina vznikala od 17. stoleti. Prvni zna-
mé&jsi védecké experimenty provadél Galileo Galilei (1564—1642). Teoretickou kon-
strukci klasické mechaniky, jakozto nastroje pro predpovéd’ pohybu téles v daném silo-
vém poli, navrhnul Isaac Newton (1642—1727) ve svych Principiich (Philosophice Natu-
ralis Principia Mathematica) z roku 1687. V 18. stoleti dovrsil konstrukci klasické
mechaniky Joseph Louis Lagrange (1736-1813), ktery mechanické ulohy formuloval
nezavisle na volb¢ soufadnicové soustavy za pomoci varia¢niho poctu.

V 19. stoleti se uspésné dafilo poznavat a postupné chapat elektrické a magnetické
déje. Na experimentech se podilela cela fada vyznamnych fyzikd, naptiklad Hans Oer-
sted (1777-1881), André Ampere (1775-1836), Michael Faraday (1791-1867), Hein-
rich Hertz (1857-1894), Oliver Heaviside (1850—-1925) a dalsi. Celé toto udobi vyvr-
cholilo poznanim, ze jevy elektrické a magnetické maji shodnou povahu a spolecny pii-
vod. V roce 1873 publikoval James Clerk Maxwell (1831-1879) pojednani A Treatise
on Electricity and Magnetism, které obsahovalo rovnice, jez zavrSily klasickou elektro-
dynamiku do jednoho jediného celku obsahujiciho jak déje elektrické, tak magnetické.

Na konci 19. stoleti podlehlo mnoho fyziki iluzi, ze fyzika jako véda je dokoncena.
Byly znamy zakony mechaniky na jedné strané a zakony elektfiny a magnetizmu na
strané druhé. Na prvni pohled se zdalo, ze veskeré ptirodni déje jsou disledkem téchto
dvou védnich disciplin a budoucnost fyziky je pouze v aplikaci znamych zakond na ne-
znamé situace. Slo samoziejmé o kruty omyl, ktery se rychle projevil na po¢atku dvaca-
tého stoleti, kdy nebylo mozné tehdejSimi znalostmi vysvétlit fadu fyzikalnich déju.
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Ukazalo se, ze jak klasickd mechanika, tak klasicka elektrodynamika nedokazi uspoko-
jivé popsat svét na urovni atomi. Disledkem toho byla neschopnost objasnit chovani
elektronu v atomarnim obalu, vysvétlit zafeni absolutné cerného télesa, pochopit fotoe-
lektricky jev a smifit se s projevy objekt mikrosvéta, které vykazovaly nekdy Casticové
a jindy vlnové vlastnosti. Zrodila se kvantova mechanika, ve které neplati ab = ba, a ne-
komutativnost se stala nové objevenym rysem pfirody na mikroskopické tirovni. Kvan-
tova mechanika s sebou pfinesla celou fadu tézko predstavitelnych jevi — kvantovani
energie a momentu hybnosti, dualismus vin a ¢astic, relace neurcitosti, nejednoznacnost
aktu méfeni a pravdépodobnostni interpretaci vysledkii vedouci na nedeterminizmus
kvantové fyziky.

A to byl teprve zaatek. Spin elementarnich Castic objeveny v roce 1925 znamenal
dal$i vyrazny posun lidstva v chapani pfirody. Je disledkem relativistické fyziky, ktera
se od pocatku 20. stoleti rozvijela paralelné s kvantovou mechanikou. Spojeni kvantové
mechaniky se specialni relativitou vedlo na Diracovu rovnici, kterd se stala zdkladem
kvantového popisu pohybu elektronu. Paul Adrien Maurice Dirac (1902—1984) navrhnul
svou rovnici vroce 1928 a téhoz roku zni odvodil existenci pozitronu, anti¢astice
k elektronu. Pozitron byl experimentalné objeven az o 4 roky pozd¢ji Carlem Anderso-
nem (1905-1991). Za svou praci ziskal Dirac Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1933.
V letech 1946 az 1949 byla dokoncena prvni kvantové polni teorie — kvantova teorie
elektromagnetického pole, které dnes fikame kvantova elektrodynamika (QED, Quan-
tum Electro-Dynamics). Za jeji formulaci ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1965
Richard Feynman (1918-1988), Shin-Itiro Tomonaga (1906—1979) a Julian Schwinger
(1918-1994). Kvantova elektrodynamika je kvantovou analogii Maxwellovych rovnic.
Elektromagneticka interakce je zpasobena polnimi ¢asticemi, v tomto piipadé fotony,
které si mezi sebou posilaji nabité ¢astice. Klasicky pojem sily ztraci sviij smysl. Feyn-
manovi se podafilo slozité rovnice interpretovat za pomoci nazornych grafii, kterym
dnes fikdme Feynmanovy diagramy. Na obdobném zékladé byla pozdéji vytvorena také
soucasna kvantova teorie slabé a silné interakce. Zakladnim rysem téchto teorii jsou tzv.
kalibra¢ni symetrie, které predurcuji zptisob plisobeni dané interakce na elementarni
Castice.

Od pocatku 60. let probihaly snahy o spojeni elektromagnetické a slabé interakce do
jednoho jediného celku. Podaftilo se to Stevenu Weinbergovi (1933), Abdusu Salamovi
(1926-1996) a Sheldonu Glashowovi (1932). Za svou préci ziskali Nobelovu cenu za
fyziku pro rok 1979. Jimi ptedpovézené polni &astice slabé interakce W', W~ a Z° byly
objeveny na pielomu let 1983 a 1984 v evropském stiedisku jaderného vyzkumu
CERN. Jejich objevitelé, Carlo Rubbia (1934) a Simon van der Meer (1925-2011)
ziskali Nobelovu cenu jesté t¢hoz roku (1984).

K pochopeni silné interakce prispél jiz ve 30. letech japonsky fyzik Hideki Yuakawa
(1907-1981). Za svou praci ziskal Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1949. Soucasna
kvantové polni teorie silné interakce se nazyva kvantova chromodynamika (QCD,
Quantum Chromo-Dynamics) a za jeji formulaci a zejména za objev asymptotické vol-
nosti silné interakce kvarkd a gluond ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 2004
Frank Wilczek (1951), David Gross (1941) a David Politzer (1949).

Kvantova mechanika slavila v prabéhu 20. stoleti mimofadné uspéchy. Jednoducha
teorie popisujici mechanické déje postupné pierostla v polni kvantovou teorii schopnou
uspésné popsat hned tii ze Ctyf zakladnich pfirodnich interakci. Tato cesta se samo-
zfejmeé neobesla bez potizi a problémt, nicméné vyustila v dnesni standardni model
elementarnich ¢astic a interakci. Bez kvantové teorie a hlubokého pochopeni zakonitosti
mikrosvéta bychom dnes neméli ani pocitace ani jinou elektroniku.
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Na pocatku 20. stoleti ale vznikala jest¢ jedna, neméné Gspé$na teorie — obecna relativi-
ta. Z Maxwellovy elektrodynamiky plynulo, Ze rychlost svétla by ve vakuu méla byt
univerzalni konstantou a Ze by se neméla scitat s rychlosti zdroje elektromagnetického
vinéni. Tento vysledek byl na prvni pohled v rozporu s klasickou mechanikou, ve které
se rychlost zdroje s rychlosti signalu s¢ita. Rada experimentd potvrdila spravnost elek-
trodynamiky. Bylo tedy tfeba preformulovat mechaniku tak, aby byla v souladu s Max-
wellovou elektrodynamikou. To se v roce 1905 podafilo Albertu Einsteinovi v ramci
tzv. specialni teorie relativity. Dafi za sjednoceni obou teorii byla velika. Cas spolu
s prostorem piestaly byt absolutni. Délka letici tyce a Casovy isek mezi dvéma udalost-
mi ve skuteénosti zaviseji na volbé souradnicové soustavy pozorovatele.

Einsteinovy snahy o zobecnéni specialni relativity na neinercialni soutadnicové sou-
stavy vedly v roce 1915 ke vzniku obecné relativity — zcela nové teorie gravitace, ktera
popisuje tuto interakci za pomoci zaktiveného ¢asu a prostoru. Za zéklad nové teorie lze
chépat dvé myslenky:

= kazdé téleso svou piitomnosti zakiivuje Casoprostor kolem sebe;

= kazdeé téleso se v tomto zakiiveném Casoprostoru pohybuje po nejrovnéjSich
moznych drahach — tzv. geodetikach.

Nové chapani €asu a prostoru bylo zcela revolu¢ni. Samotna télesa se podileji na vytva-
feni Casu a prostoru, bez nich by Cas a prostor neexistoval. Otazka, jak by vypadal ves-
mir bez pfitomnosti téles, prestdva mit smysl.

Fyzika dvacatého stoleti se tak stala v jistém smyslu ponékud schizofrenni. Tfi ze Ctyt
interakci jsou popsany za pomoci vyménnych (polnich) ¢astic v ramci kvantové teorie
pole. A jedna interakce, gravitaéni, je popsana za pomoci pokiiven¢ho svéta obecné
teorie relativity. VyfeSeni mnoha fyzikalnich hadanek s sebou piineslo jesté vétsi za-
hady. Existuje jednotnd teorie vSech ¢tyf interakci? Je mozné spojit kvantovou teorii
a obecnou relativitu do jedné jediné teorie? Odpoveéd’ na tyto otazky zatim nezname.
Velké Gspéchy slavi rizné strunové teorie, ve kterych jsou Castice chapany jako jedno-
rozmérné kmitajici utvary ve vicerozmérném svété, ale zda jde o krok spravnym smé-
rem ¢i nikoli, neni v tuto chvili jasné. V roce 2010 se objevila hypotéza holandského
fyzika Erika Verlindeho, podle které by gravitace nemusela byt skute¢nou silou, ale jen
statistickym projevem rustu entropie v mikrosvéteé. Tézko odhadnout, zda tato odvazna
myslenka najde podporu v dalsich experimentech, nebo jde o slepou ulic¢ku.

Pokud vas zajimaji zakladni vlastnosti pfirody a jejich teoreticky popis, je tfeba v prv-
ni fadé zacit se studiem klasické mechaniky, na kterou tizce navazuje mechanika kvan-
tova. Dalsi studium polnich problému zase neni mozné bez znalosti statistické fyziky.
Proto by se tato ucebnice pro vas mohla stat odrazovym mustkem k pochopeni problé-
mi soucasné fyziky a k dal$imu studiu podivnych zakonitosti svéta kolem nas.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo



1. Teoreticka mechanika




16 Teoretickd mechanika

1.1 Integralni principy mechaniky

V teoretické mechanice se hojné pouziva Einsteinova sumacni konvence, diferencialu
a Lagrangeova véta o prirtstku. Pokud s témito matematickymi zaklady ¢tenaf neni se-
znamen, mél by si nejprve pozorné procist kapitolu 3.1, kde jsou tyto pojmy vysvétleny.
Dalsi informace ke studiu teoretické mechaniky miize ¢tenai Cerpat v ucebnicich [3]-[7].

1.1.1 Zakladni pojmy z mechaniky

Mechanicky systém

Mechanickym systémem nazyvame jakoukoli soustavu ¢astic nebo téles, kterou se roz-
hodneme popisovat (elektron, atom, Zemékoule, planetarni systém, ...).

Kartézské souradnice

Kartézské soutadnice vychazeji ze tii navzajem kolmych a pfimych os. Pro soufadnice
pouzivame oznaceni X = r = (x1, X2, X3) = (¥, y, 2), resp. F = (Fy, [, F3) = (Fy, Fy, F2).
Pohybové rovnice hmotného bodu mé tvar m d*x/ds* =F.

Zobecnéné souradnice

Za zobecnéné soutfadnice povazujeme jakékoli parametry popisujici pohyb (thly, vzda-
lenosti, plochy). Oznacujeme je q = (q L4925 -

ﬂ\ planeta

Slunce

Obr. 1.1: Souradnice pro planetu obihajici kolem Slunce

¢ Priklad 1.1: Pohyb planety kolem Slunce
q1 = r(t) — vzdalenost od Slunce,
q2 = ¢(t) — Ghel pruvodice a zadané poloptimky,
q3 = S(t) — plocha opsana pravodi¢em. )
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Zobecnéné rychlosti

Zobecnénou rychlosti nazyvame ¢asovou zménu zobecnéné souiadnice.

¢ Piiklad 1.2

v, =dr/dt
v, = do/dt
vs = dS/dt
Uy = dx/dt

radialni rychlost,
uhlova rychlost,
plosna rychlost,

x-ova slozka rychlosti.

Vazby

T¢leso nebo nékteré jeho casti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak tikame, Ze
v systému jsou vazby. Piiklad vazeb je na nasledujicim obrazku:

) dveé télesa
spojena

tyci
J

téleso )

na naklonéné
roviné

Obr. 1.2: Vazby v systému

Stupen volnosti

Stupni volnosti rozumime pocet nezavislych tidaji (parametrtr), kterymi lze zcela popsat
pohyb systému (znacime f').

¢ Piiklad 1.3

volny hmotny bod

N volnych hmotnych bodu
hmotny bod na naklonéné roviné
2 hmotné body spojené tyci
prostorové kyvadlo

rovinné kyvadlo

-

-

-

i
— N LW W

Pro systém N hmotnych bodid s R vazbami plati f=3N—-R. Zobecnéné souiadnice vo-
lime vzdy jako mnozinu nezavislych parametrli, které zcela popisuji systém, tj. je jich
prave f:

a=(q1, 92, --49f) -

Konfiguracni prostor

frozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecnénych soufadnic. Bod kon-
figura¢niho prostoru nazyvame konfiguraci. Casovy vyvoj konfigurace systému q(?)
nazyvame ftrajektorie.



18 Teoretickd mechanika

Stav systému
V klasické mechanice je v daném Case ¢y stav popisovaného systému zcela urcen konfi-
guraci q = (q1, 92 , -.- gr) a tendenci (zobecnénymi rychlostmi) v = (vy , v2, ..., Uy).

Realna a virtualni trajektorie:

realna trajektorie,
trajektorie skutecné
realizovana v prirodé

trajektorie virtudini
(nerealizovand) — pro¢?

q;

Obr. 1.3: Realnad a virtualni trajektorie

1.1.2 Integralni principy

¢ Priklad 1.4. Pfedstavme si, Ze v rybniku se topi ¢lovék. Mezi zachrancem a rybnikem
je bazinaty pas, ve kterém se velmi tézko pohybuje, pas oranisté a pole. Zachrance musi
volit optimalni cestu, aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi
byt nejkratsi spojnice mezi tonoucim a zachrancem):

D
- ole
A S

~

oranisté

Obr. 1.4: Jaka je optimalni cesta k tonoucimu z hlediska ¢asu?
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Celkovy ¢as, po ktery se bude pohybovat zachrance, ur¢ime takto:

d/ d/
v=— = dt=— =
dt v
T—lfg B Ip /dx2+dy2 B xf /l+y’2 “
; S uxy) ooux,y)
A A A

Predpokladame, Zze zname prostorovou zavislost rychlosti v(x, y). Ta je dana typem
terénu (pole, oranisté, bazina). Nyni hledame takovou kiivku y(x), aby pfedchozi inte-
gral mél minimalni hodnotu. ReSenim uloh tohoto typu se zabyva variacni pocet.

¢ Piiklad 1.5: Brachystochrona. Re$me nasledujici ulohu. T&leso ma klouzat po
naklonéné roviné obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které jsou v rizné vysce.
Ukolem je nalézt rovnici tvaru naklonéné roviny tak, aby se téleso do bodu B dostalo za
nejkratsi ¢as. Nazev kiivky pochazi z fectiny (Bpayiotog = nejkratsi, ypovog = ¢as).

Y A
H y(x)=7?
;e B
X
br. 1.5: Brachystochrona
Vypocet je obdobny ptredchozimu:
v= ﬂ = dr = ﬂ =
dt v
T—tf da tj?\/dszrdyz B "f«/1+y'2dx
Jv)y S uy) v(»)
4 4 x4

Rychlost ur¢ime ze zakona zachovani energie

1
mgy+3mv2 =mgH .

4 1+y
. 1.1
I V2g(H y) (D

Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyva integral (1.1) svého minima — jde
opét o typickou ulohu variacniho poctu. Dokonceni feSeni naleznete na konci kapitoly
1.2.3. Variaéné Ize zformulovat i zakladni zdkony mechaniky, teorii elektromagnetic-

Vysledna doba pohybu je
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kého pole i dalsi fyzikalni discipliny. V této kapitole se budeme zabyvat jednim z integ-
ralnich principt mechaniky — tzv. Hamiltonovym principem.

>
1.1.3 Hamiltontv princip nejmensi akce
Oba dva uvodni ptiklady vedly na optimalizaci integralu typu
xp
T(xqoxp)= [ F(x,0(x), ) (x)) dx. (1.2)
Xy

Integrand je funkci nezavislé proménné x, hledané funkce y(x) a jeji prvni derivace
y'(x). Vysledkem optimalizace by méla byt hledana trajektorie ¢i kiivka y(x). V tvod-
nim piikladu zachrance volil trajektorii tak, aby celkovy €as byl nejkratsi. VSechny
ostatni trajektorie (tzv. virtudlni — nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale za-
chrance se po nich bude pohybovat delsi dobu. Obdobné je tomu v piikladu s klou-
zajicim télesem. Integraly vyse uvedeného typu se nazyvaji funkciondly. Funkcional je
zobrazeni, pfi kterém funkci pfifadime ¢islo (v nasem piipad¢ celkovy cas).

Zakladni myslenka integralnich principti mechaniky je velmi podobné. Ze vSech
moznych trajektorii systému se realizovala jen ta, kterd je néjakym zptisobem vyhod-
néjsi nez ostatni. Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné tivodnimu piikladu, jen je ale
nezavislou proménnou ¢as, protoze hledame kiivku q(7).

Hamiltoniiv princip
Budeme ptedpokladat, ze existuje funkce Casu ¢, zobecnénych soufadnic a jejich prvnich
derivaci (tj. stavu)
> L(taqla-~~annqla---aqf)
takova, ze ze vSech moznych zavislosti g (¢) = fi (¢) se v ptirode realizuje ta, pro kterou
ma integral
B
> S(taotp) = [ Ly sy ndy) de (1.3)
4
extrém (minimum). Funkei L(¢, q, dq/df) nazyvame Lagrangeovou funkci (lagranzia-
nem) a integral S(t4 , tp) integrdalem akce. HamiltonGv princip je zakladni axiom teorie.

1.1.4 Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtualni posunuti
8 = i, virt (1)~ Gk reat (1), TESP.
k k,virt k,real (1.4)
oq = Qirt (1) — Greql (1)

jako infinitezimalni rozdil virtualni (myslené) trajektorie a realné (uskutecnén€) trajek-
torie. Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném Case (tzv. izochronni varia-
ce). Uved'me zakladni vlastnosti virtualnich posunuti:
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>

>

Prvni vlastnost vyjadiuje, ze virtudlni i realné trajektorie zacCinaji a konci ve stejném
bod¢ konfiguraéniho prostoru. Druhd vlastnost vyjadiuje zdménnost operaci derivace

) 6q(ty)=0q(13)=0, (1.5)

. d
2) 5q=55q. (1.6)

d/dt a variace ¢.

Ig

uskuteénéna trajektorie

virtualni
trajektorie
------------------------- (neuskutecnénad)

Obr. 1.6: K definici virtualniho posunuti

Poznamka: Vazby jsou v daném systému zahrnuty volbou zobecnénych soutadnic
— jejich celkovy pocet je roven poctu stupnii volnosti. Virtualni posunuti jsou po-
sunuti ve shodé¢ s vazbami v daném case.

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

s oL oL
§[Litqqdi=0 = jaL(tqq)dz_o = j(—éqk+a—5qk]dt_o
q

kde jsme z dGvodu izochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Druhy ¢len nyni za

14 t4 9qy

pomoci (1.6) integrujeme per partes:

tg B

oL d( oL oL

—dq ——| — |0q; |dt + | =—3 =0.
j(aqk B df(aélkj qkj {aqk qk}

ty Iy

Posledni ¢len je vzhledem k (1.5) nulovy, a proto

Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy ¢4, ¢g a pro kazdé virtudlni posunuti dgy.
Vzhledem k tomu, Ze dqj jsou nezavisla (pocet zobecnénych soufadnic je roven poctu
stupfii volnosti systému), musi byt zavorka v pfedchozim vztahu pro kazdé & nutné

;]
J‘ a—L—i aL 5qkdl =0
£, \Odx At gy

nulova, tj.:

>

__——:0; kzl,...,f. (17)

21
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Tyto rovnice pfedstavuji nutné podminky extremalnosti integralu akce a nazyvaji se
Lagrangeovy rovnice. Z matematického hlediska jde o obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu pro extremalni trajektorii g (¢); k=1 ... f, ktera je realizovana v piirod¢.

Poznamka 1: Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi naseho systému
v zobecnénych souradnicich. Jejich tvar nezavisi na volbé souradnicové soustavy.
Newtonovy rovnice musi byt specidlnim pfipadem v kartézském soufadnicovém
systému.

Poznamka 2: Rovnice je tieba doplnit o pocateéni podminky v ¢ase #g = t4
ty) = ,
> C{k(o) ko (1.8)
4 (to) = Gjo
tj. zadat stav v né¢jakém pocatecnim Case .
Poznamka 3: Lagrangeova funkce neni jednoznacné urcitelnd, 1isi-li se naptiklad

dvé Lagrangeovy funkce o Uplnou ¢asovou derivaci libovolné funkce, potom pro
ob¢ Lagrangeovy funkce vyjdou stejné rovnice a tedy i stejné fyzikalni feSeni:
L=L+df/de;  f=f(g.9 =
B B 7 df B (1.9)
5_[Ldt:é'jLdt+5jEdt:0+é‘jdf:§[f(8)—f(A)]:0.
ty ty ty A

Tedy spliiuje-li Hamiltontv variac¢ni princip ptivodni Lagrangeova funkce, spliuje
ho i nova (posunuta o df/df). Toho lze vyuzit pti upravé hledané Lagrangeovy
funkce (viz priklad 1.27 na konci kapitoly 1.4.6).

Poznamka 4: Hamiltontiv princip v uvedené podobé plati jen pro nedisipativni
systémy, tj. systémy, ve kterych nedochézi k tepelnym ztratam.
Poznamka 5: Lagrangeovy rovnice jsou jen nutnymi podminkami extremalnosti
integralu akce, nikoli postacujicimi.
Poznamka 6: V pripad¢ vodnich dvou piikladt, kdy nejde o hledani casové za-
vislosti trajektorie, ale obecné feseni extremalnosti funkcionalu (1.2), jsou nutnymi
podminkami Eulerovy rovnice

d OF oF _ 0

dx 9y’ 9y

Poznamka 7: V matematice se nutné podminky minima funkcionalu nazyvaji Eu-
lerovy rovnice, ve fyzice nutné podminky extremalnosti integralu akce Lagrange-
ovy rovnice. Nékdy se témto rovnicim jednoduse spole¢né tika Eulerovy-Lagran-
geovy rovnice.

Nejdulezitéjsi tlohou daného védniho oboru je volba spravné Lagrangeovy funkce.
Zvolime-li urcity tvar Lagrangeovy funkce, miizeme feSit pfislusné Lagrangeovy rov-
nice atato feSeni porovnat s experimentdlnim prubéhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je
vybrana Lagrangeova funkce Spatna. Volba Lagrangeovy funkce patfi mezi zakladni
axiomy budované teorie. Zpravidla se za L vybird vhodna skalarni funkce (jeji hodnota
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nezavisi na volbé soufadnic). Pro jednoduché mechanické problémy zname dvé dilezité
skalarni funkce: kinetickou a potencialni energii. V nejjednodussim ptfipadé by Lagran-
geova funkce mohla byt jejich linearni kombinaci L = oT + fV. Skute¢né 1ze ukazat, ze
pro volbu a =1, f=—1 dostavame spravné pohybové rovnice, v kartézském soutadni-
covém systému jde o rovnice Newtonovy (viz piiklad 1.6 v nasledujici kapitole). Proto

L(taqaq):T(qaq)_V(taq)' (110)

Potencialni energie zavisi na poloze (potence — poloha). Pro komplikované;si systémy je
rozdéleni Lagrangeovy funkce na kinetickou a potencialni energii znacné obtizné
a navic zbytecné. Jedinou tlohou mechaniky je volba spravné Lagrangeovy funkce pro
dany systém tak, aby feSeni pfislusnych Lagrangeovych rovnic odpovidalo pozorova-
nym trajektoriim. Naopak, jak uvidime pozdé&ji, na zéklad€ riznych symetrii systému
lze za pomoci Lagrangeovy funkce definovat takové veliciny, jako je energie, hybnost,
moment hybnosti systému atd.

Vhodnou Lagrangeovu funkci 1ze nalézt i pro relativistickou mechaniku, pohyby na-
bitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole,
pro obecnou teorii relativity i pro dalsi fyzikalni obory. Vzdy z ni potom plynou rovnice
popisujici dany problém — napt. v teorii elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice.

1.1.5 Jednoduché priklady

¢ Piiklad 1.6: Hmotny bod v potencialnim poli ¥. Hmotny bod ma tii stupné vol-
nosti, za zobecnéné soutfadnice zvolime

q=x; DQ=Y; 9B=2,
potom
1
T(i3,2) = —m(% + 37+ 27);
2
V(x,y,z) --- dana funkce ;
. | . .
Lx,x) =T-V = Em(x2+y2+22) - V(x,»,2).

Prislusné Lagrangeovy rovnice maji tvar

d oL dL d . dV . av
—— =0 = — (mx)+— =0 = mi = ——;
dt dx ox dt ox ox
ia_L_a_L =0 = i(my)+a_V =90 = my = _a_V;
dtoy oy de ay ay
ia—L—a—L=0 = i(mz')+a—V=0 = m2=—a—V.
dt 9z Oz dr 0z 0z

Vsechny tii pohybové rovnice miizeme piepsat do bézného tvaru

mX =F; F=-VJ.
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¢ Piiklad 1.7: Rovinné kyvadlo. Rovinné kyvadlo mé jediny stupefi volnosti. Za zobe-
cnénou souiadnici zvolime thel ¢:

yT x(0)=Ising(t);  y(1)=~Icos (1),
— a - 5 x=Ilpcosep; y=Ilpsing,
1 ) 1 7.0
X T==m(x"+y)==—ml“¢",
5 (X +5%) >
P \! V =mgy =-mglcos@,
) L=T—V=lm12¢)2+mglcos¢7.
m 2

— =2 =0 = ¢+%sin(p=0.
Pro malé thly je sin ¢ = ¢ a rovnice pfejde ve znamou rovnici pro matematické kyvadlo
¢+%¢:O.

¢ Piiklad 1.8: Pohyb po naklonéné roviné. Pohyb po naklonéné roviné ma dva stupné
volnosti. Za zobecnéné souradnice budeme volit vzdalenosti od hran naklonéné roviny
x, s. Standardnim postupem ziskame

z x(t) = x(1),
y(t)=s(t)cose,

z(t)=s(t)sinc,
1 1
R T=Em()'c2+y2+z'2)=5m()'c2+jz),
y
o V =mgz =mgssinc
x\A L(s,x,s'):T—V:%(icz+$2)—mgssina
a pohybové rovnice jsou

4oL L

dt 0x ox ’

4oL L

dt ds Os

Po dosazeni za L ziskame finalni tvar rovnic pro pohyb na naklonéné roviné:
=0,

§=—gsina.
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1.1.6 Dalsi priklady

¢ Piiklad 1.9: LC obvod. Za zobecnénou soutadnici budeme volit naboj Q(¢) odtekly
z kondenzatorové baterie. Zobecnénou rychlosti je elektricky proud 7= dQ/dt.

4

¢

IIW

Obr. 1.9: LC obvod

Oznacime-li indukénost % a kapacitu €, potom Lagrangeova funkce

1., 0°
L(Q,0)=—9 Q" —=—
(0.0 2 Q Y
poskytne spravnou rovnici LC obvodu:
doL oL _o o 0+——0=0.
dtdQ 90 ve

Povsimnéte si, ze prvni ¢len v Lagrangeové funkci je energie vazana v magnetickém
poli civky a druhy ¢len energie kondenzatorové baterie. Lagrangeova funkce ma opét
strukturu podobnou jako v mechanice. Ulohu kinetické energie piebira energie na civce
a ulohu potencialni energie ma v tomto piikladu energie vazana na kondenzatoru.

¢ Priklad 1.10: Hmotny bod v tiZi na kuzZelové plose. Pohyb ma dva stupné volnosti.
Za zobecnéné souradnice budeme volit vzdalenost ¢astice od vrcholu kuZzele » a polarni
uhel ¢. Vyuzijeme tedy dvé ze sférickych soutadnic, tfeti — odklon 8y od osy z je na ku-
zelové plose konstantni. Za pouziti (3.30) pfip. (3.33) snadno odvodime
x(t)=r(t)cosp(t)sin g ,
y(t)=r(t)sing(t)sing, ,

z(t) = r(t)cos b ;

T(r,i\ @) = %(r'2 +r2sin? 6y ¢7) ;

V(r)=mgz = mgrcos @ ;

L(r,7, )= %(r’2 +r2(/)2 sin? 6y) —mgrcos 6.

Odpovidajici Lagrangeovy rovnice jsou
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d&tor or  diap 09
Po dosazeni mame:

m# = mrsin’ 60¢2 —mgcosf,

%(mr2¢ sin® 6,)=0.

PovSimnéte si, Ze v rovnici pro r na pravé strané vystupuje soucet sily odstiedivé
a prislusné komponenty sily gravita¢ni. Rovnice pro tihel ¢ neni nic jiného nez zakon
zachovani momentu hybnosti.

¢ Priklad 1.11: Kyvadlo na vozi¢ku. Vodorovné pohyblivy zavés mizeme realizovat
napt. vozickem na kolejnicce. Systém ma dva stupné volnosti. Za zobecnéné soufadnice
zvolime vodorovnou polohu x(¢) vozicku athel ¢(¢) kyvadla. Kartézské soutadnice
vozicku budeme znacit indexem a a kartézské soufadnice kyvadla indexem b. Dalsi
postup je jiz standardni.

X)) =x(); x5 (0) =x() +sing(7),
YaO)=05  yp()=—Ilcosp(t);

. 1 . .2 1 2 a2
L((P,x,(ﬂ):EMa (xg +ya)+5Mb(xb +yb)_Magya - Mygyy =
1 1 )
:EMa &2 +5Mb (jcz +12(j)2 +21)'C(pcos¢)) + My glcoso.

y

M,

\4

M

Obr. 1.11: Kyvadlo na vozi¢ku (ptiklad pochazi od Lva Davidovice Landaua)

ooooooooooooO°°oooooooooooo



1.2 Zdkony zachovdni v pfirodé 27

1.2 Zakony zachovani v prirodé

1.2.1 Teorém Emmy Noetherové

Objev kazdé veliCiny, ktera se v priibéhu casového vyvoje systému neméni (zachovava),
je pro fyziku velmi dilezity. Tyto veli¢iny v mechanice nazyvame integraly pohybu.
Pfipomenime nékteré zakony zachovani: zdkon zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie; v kvantové teorii zakon zachovani elektrického naboje, spinu, izospinu, baryo-
nového ¢isla, parity atd.

Je tfeba vyjasnit, jaka je podstata téchto zakond zachovani a za jakych podminek

jsou splnény. To se teoreticky podafilo Emmé Noetherové v roce 1916:

S kazdou symetrii v pfirodé souvisi néjaka zachovavajici se fyzikalni
veli¢ina. Tato veli¢ina je danou symetrii definovana a zachovava se jen
tehdy, dokud vychozi symetrie plati.

Pfi pozorovani jevl kolem nas je tedy velmi dilezité vyhledavat nejriznéjsi symetrie.
Uved'me nyni pfiklady n€kterych symetrii:

1)

2)

3)

4)

Na pracovnim stole jsme zkonstruovali néjaky mechanicky stroj. Stroj spustime
a budeme sledovat jeho chovani. Jestlize stejny experiment provedeme na stejném
psacim stole v sousedni mistnosti, vysledek bude stejny. Provedeme-li ale tentyz
experiment na stole v mistnosti o patro vySe, mize dopadnout jinak, protoze gravi-
tacni pole Zemé ma na tomto stole jinou hodnotu. Tato fyzikalni situace je symet-
rickd vzhledem k vodorovnému posunuti, ale neni symetrickd vzhledem k svislému
posunuti.

Vodi¢em tece konstantni proud. Kolem vodice se vytvofilo ¢asové neproménné
(stacionarni) magnetické pole. Do tohoto pole vypustime elektron a budeme sledo-
vat jeho trajektorii. Vypustime-li elektron o minutu pozdé&ji (pocatecni rychlost
a poloha elektronu musi byt stejnd), bude vysledna trajektorie totozna. Zde hovo-
time o symetrii vzhledem k casovému posunuti. Kdyby proud nebyl konstantni, tato
symetrie bude porusena, magnetické pole bude v riznych Casech rizné a trajektorie
elektronti budou odlisné.

Pii silné interakci (ta udrzuje pohromadé atomové jadro) se neutron i proton chova-
ji stejné, pii elektromagnetické interakci rizné (proton je nabity). Vyména neutronu
za proton nebo protonu za neutron je symetrickou operaci pri silné interakci, ne-
symetrickou pfi elektromagnetické.

Priklady dalsich symetrii: rotacni symetrie; zrcadlova symetrie (zdména levého
a pravého); vysledek experimentl je stejny ve vSech soufadnicovych systémech
pohybujicich se vli¢i sobé rovnomérné ptimocare (Lorentzova symetrie).

V teoretické mechanice se seznamime se zakonem zachovani hybnosti, momentu hyb-
nosti a energie a se symetriemi, které témto zakonim zachovani odpovidaji. V kvantové
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teorii se seznamime s nékterymi z dalsSich dulezitych symetrii, které vedou k zachovani
elektrického naboje, spinu, izospinu, parity, barvy a viné kvarkt a dalSich kvantovych
Cisel.

1.2.2 Zakon zachovani hybnosti

Predstavme si, Ze Lagrangeova funkce nezavisi na nékteré zobecnéné soufadnici, kon-
krétné gy, :
oL

2o, @
9qy,

L:L(t>q1>-~‘,Qk—1’qk+l""5Qf’q.l"”ﬂq.f) S

Zobecnénou soufadnici, ktera se nevyskytuje v Lagrangeové funkci, nazyvame cyklic-
kou. Na g} potom nezavisi ani pohybové rovnice, a tim ani vysledek experimentu. Situa-
ce je symetrickd viic¢i prostorovému posunuti v zobecnéné souradnici gy, (translaéni sy-
metrie, viz prvni piiklad symetrii). Z pohybové rovnice pro tuto soufadnici gy mame

d oL oL d JL oL
0 = ——=0 = —— =const .
dr g dgy dz oy, g

Nalezli jsme tedy pfisluSnou zachovavajici se veli¢inu.

Definice zobecnéné hybnosti

Zobecnénou hybnosti odpovidajici zobecnéné soutadnici g; nazveme

> Pr Ea—L k=L...,f. (1.12)

ody
Tato veli¢ina se zachovava, je-li zobecnéna soutadnice g cyklicka (nevyskytuje se v L),
tj. fyzikalni situace je symetrickd vzhledem k prostorovému posunuti v zobecnéné sou-
fadnici g Uréeme nyni zobecnéné hybnosti k piikladim 1.6 az 1.11 z kapitol 1.1.5
al.l.6.

¢ Piiklad 1.12: Hmotny bod v potencialovém poli V' (dokon¢eni)

=a—L—m5C' =a—L—m" =a—L—mz'
px_a)'c b py_a-)./ y’ pZ_aZ .

Zachovani ¢i nezachovani hybnosti bude zaviset na tvaru potencialni energie V(x,y,z).

Priklad 1.13: Rovinné kyvadlo (dokon¢eni)

oL 2.
pp === = mlp.
09
Fyzikalni situace neni symetricka vzhledem k pootoceni o uhel 3¢ (zméni se gravitacni
pole), proto se souradnice ¢ vyskytuje v L a tato zobecnéna hybnost se nezachovava.

Poznamka: Zobecnéna hybnost k thlové proménné se v klasické mechanice na-
zyvéa moment hybnosti.
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Piiklad 1.14: Pohyb po naklonéné roviné (dokonceni)
_dL _ i _oL _
a0 P T

Situace je symetrickda vzhledem k posunuti v soufadnici x, soufadnice x je cyklicka
a hybnost p, se zachovava. Pii posunuti v soufadnici s se méni gravitacni pole, L zavisi

Py ms .

na s a hybnost pg se nezachovava.

Piiklad 1.15: LC obvod (dokon¢eni)

a
pQ E—.:,([/Q.

Zobecnéna hybnost pp (magneticky indukéni tok) se nezachovava, O neni cyklicka
soufadnice.

Piiklad 1.16: Hmotny bod v tiZi na kuZelové plose (dokonceni)

AL . AL

.2 .
=—=mr, =—=mr-sin" 6y ¢.
Pr oF p¢ a¢ (X%

Radialni hybnost p, se nezachovava (pii posunuti v » se méni gravita¢ni pole), moment
hybnosti p, se zachovava — situace je symetrickd vzhledem k pootoceni v hlu ¢, ktery
je cyklickou soutadnici.
Piiklad 1.17: Kyvadlo na vozi¢ku (dokonceni)
oL . . oL . .
Pr==——=M_ +Mp)x+Mplpcose; Pp=—-=M, 12 @+ Myxlcose.
ox o

Zachovava se hybnost soustavy py , nezachovava se moment hybnosti p,,

1.2.3 Zakon zachovani energie

Necht' Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na ¢ase (postaéi, aby nékteré z neko-
ne¢né mnoha ekvivalentnich vyjadieni Lagrangeovy funkce nezaviselo na ¢ase), tj.

oL _
ot
To odpovida situaci symetrické vici Casovému posunuti. Najdéme Uplnou casovou
derivaci Lagrangeovy funkce:

L=l psioendy) S 0. (1.13)

d_L—a_L+a_L y +8_Li( )

dt ot g T gy, dt -
Vzhledem k ptedpokladu je prvni ¢len na pravé stran¢ nulovy, 0L/0gj, vyjadiime z Lag-
rangeovy rovnice (1.7) a mame
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w_dfoaL), od .
dt  dt| 9g; I gy, dt )

Cleny napravo upravime za pomoci vztahu pro derivaci soucinu dvou funkei

de _djdL .
d  drlag, ™

a po pfevedeni na jednu stranu rovnosti zjistime, Ze

L oL .
4 a_'qk_L =0 = ——¢y, —L =const.
dr{ 94y gy,
Opét jsme tedy nasli zachovavajici se veli¢inu.
Definice zobecnéné energie
Zobecnénou energii nazveme
L
94

Tato veliCina se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitné na Case, tj. je-li
fyzikalni situace symetricka vzhledem k ¢asovému posunuti.

V ptikladech 1.6 az 1.11 se energie zachovava, Lagrangeovy funkce nezavisi
explicitné na ¢ase, vSechny situace jsou symetrické viici ¢asovému posunuti. Postupné
mame:

Bo=2Lis950%: 1 o L2 a 5242 1v(ya),
: ox dy~ oz 2
E, = %q)—L = lmzz(pz—mgzcosq;,
) 2
Eg = L evOs 1 = L@+ e messina,
: ox os 2
oL - 1 ., O
Eg = —0-L = —40* +=,
1.9 aQQ : (@) -7
oL . JL L 2 2.2,.2
E —7r+—@—L = —m(7” +r°sin” 6, +mgrcosé, ,
Lo = 5 8¢¢ 5 ( b9~ ) +mg. o
E = a—L,x+a—L,¢—L = lMa)’cz+le()’c2+12(/)2+2b’cgbcos¢))—Mbglcos¢J.
: ox  Jd¢ 2 2

Povsimnéte si, ze ve vSech téchto jednoduchych prikladech je
E=T+V. (1.15)
Tato relace ale plati jen pro specialni tvary Lagrangeovy funkce. V obecném piipadé

nelze Lagrangeovu funkci ani energii rozdelit na kinetickou a potencidalni ¢dst. Energie
je vsak i nadale vzdy definovana vztahem (1.14).
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¢ Piiklad 1.18: Nezachovani energie. Uved'me na zavér piiklad, kdy se energie neza-
chovava. Uvazujme kyvadlo, jehoz zaveés je pomalu namotavan pomocnym motorkem
v misté uchytu (jetab se zavéSenym bfemenem). Délka zavésu se s Casem zkracuje

l:lo—Ct,

¢ je rychlost navijeni. Lagrangeova funkce kyvadla
1 2.2
L= Em(lo —ct)” ¢~ +mg(ly —ct)cos @

nyni explicitné zavisi na case a energie se nezachovava. Rozhoupejme kyvadlo a sle-
dujme jeho kmity. Udélejme totéZ o minutu pozdéji. Experiment dopadne jinak, protoze
se zaves mezitim ponékud zkratil. Fyzikalni situace neni symetrickd vzhledem k Caso-
vému posunuti. Divod nezachovani energie je zde zifejmy — piidavny motorek, ktery
neni zapocten do naSeho systému.

>
Vidime tedy, Ze zakladni zakony zachovani v mechanice jsou piimym dasledkem vlast-
nosti prostoru a ¢asu kolem nas. Je-li prostor homogenni (stejny ve vSech svych bo-
dech), zachovava se hybnost; je-li prostor izotropni (stejny ve vSech smérech), zacho-
vava se moment hybnosti; je-li prostor neménny v ¢ase, zachovava se energie.

homogenita prostoru ~ — zachovani hybnosti
izotropie prostoru - zachovani momentu hybnosti
neménnost v ¢ase — zachovani energie

¢ Priklad 1.19: Brachystochrona (dokonéeni)

Nyni mame dostatecné matematické znalosti na vyfeseni prikladu na brachystochronu
z ivodu kapitoly 1.1.2. Ukolem bylo nalézt kiivku mezi dvéma body, po které se téleso
dostane za nejkratsi dobu samovolnym klouzédnim z bodu A do bodu B, jejichz vyskovy
rozdil je H. Uloha vedla na hledani minima funkcionalu (1.1)

_ J‘ l+y
2g(H-y)

Nezavislou proménnou v této tloze neni ¢as, ale prostorova soufadnice x. Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice proto budou mit tvar:

doF oF _ F:/ 147
dxay ay ’ 2g(H-y)

Piimé feSeni by bylo zna¢né nevyhodné. Pokud si povSimneme, ze nezavisla proménna
x neni ve funkcionalu zastoupena, musi se zachovavat ,,energie*

’ 72
EEa—F;y'—F = 4 ! V- Ity =E.
dy V2eH=-p) 14,27 N2e(H-y)

Jde o prvni integral Eulerovych-Lagrangeovych rovnic a tedy o diferencidlni rovnici
prvniho fadu. PovSimnéte si, Ze ,,energie” neni v tomto pripadé rozdélitelna na ,kinetic-
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kou* ¢ast s derivacemi hledané funkce a ,,potencialni* bez derivaci. Po jednoduché
Upravé mame

Eg2g(H —y)\1+y% =-1.

Vyraz umocnime na druhou
2 72
2Ejg(H=-y)(1+y")=1 =
K 1
5 K= 5
2Ejg

H-y=
1+

Nejjednodussi integrace je parametricka, tj. substituce y’ = tg ¢. Parametrické feSeni pro
y potom je

K

=——— = y=H-Kcos'g. (1.16)
1+tg” @

H-y

Zbyva nalézt feSeni pro x z defini¢niho vztahu pro substituci, dy/dg vyjadiime z (1.16):

y=tgp = j—;%p=(s:zl—sz = 2Ksin(pcos¢%p=zgl—sz.
Separaci mame
dx = 2Kc0s2(pd(o s
po integraci
x=K@p+K(sin2¢)/2+L . (1.17)

Integracni konstanty K a L ve vztazich (1.16), (1.17) lze urcit z toho, ze feSeni musi
prochézet body (0, H) a (/, 0). Pro nase ucely postaci jen obecné feSeni, které je Casti
cykloidy:

x=Kp+K(sin2¢)/2+L;
y= H — K cos? Q.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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1.3 Hamiltonovy kanonické rovnice

V této kapitole se seznamime s jinym tvarem pohybovych rovnic — Hamiltonovymi
rovnicemi. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic (diferencialni rovnice 2. fadu) jsou Ha-
miltonovy rovnice diferencialni rovnice 1. fadu, ale je jich dvojnasobné mnozstvi.

1) Pro feSeni diferencialnich rovnic prvniho fadu je vypracovano velké mnozstvi nu-
merickych metod, a tak Hamiltonovy rovnice byvaji vétSinou pro numerické fesSeni
vhodnéjsi nez rovnice Lagrangeovy.

2) Za pomoci Hamiltonovych rovnic Ize snadno zapsat ¢asovy vyvoj libovolné dyna-
mické proménné, tj. nejenom zvolenych zobecnénych soufadnic.

3) Hamiltonovy rovnice lze ptepsat do velmi jednoduchého tvaru za pomoci tzv. Pois-
sonovych zéavorek, které z matematického hlediska predstavuji Lieovu algebru.
Vlastnosti Lieovy algebry jsou ur€eny nezavisle na objektech, které ji tvofi. Proto
bude mozné tuto strukturu snadno pienést do kvantové mechaniky.

1.3.1 Hamiltonovy rovnice

S pomoci definice zobecnéné hybnosti (1.12) mizeme Lagrangeovy rovnice (1.7) pre-
psat do tvaru

doL oL oL )

k

ktery siln¢ ptfipomind Newtonovy rovnice v kartézskych soufadnicich. Najdéme nyni
diferencial energie za pomoci jejiho defini¢niho vztahu (1.14)

E = pqu _L(fsqu) =
oL, oL, A

dt -2 dg, —2dg, .

dE = ¢, dp; + p; dg;, —
9k APk + Pk 99 o aqk aqk

V predposlednim ¢lenu vyjadiime OL/0gy z pohybové rovnice (1.18), v poslednim ¢lenu
vyuzijeme definici zobecnéné hybnosti:

. . dL . .
dE = q; dpy + py dg; —gdt — P dgy — pr gy .
Cleny s diferencialy zobecnénych rychlosti se odeétou a zbyva
oL . .
dE = —gdt—pkqu +depk~ (119)

Funkci, jejiz diferencial jsme prave nalezli, ozna¢ime

E = H(t,q,p). (1.20)
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Koeficienty v diferencialu (1.19) musi byt pfislusné parcialni derivace funkce H:

L OH . 9H . _oH

oL _od oy ot = 121
ot ot P 9g;, ks Ipy (20

Funkce H se nazyva Hamiltonova funkce. Hamiltonova funkce je energie piepsana do
proménnych ¢, gi, pr. V (1.19) se odecetly diferencialy rychlosti, proto lze vzdy nalézt
takovou transformaci

t,q,9q - t,q,p, (1.22)

aby energie byla funkci zobecnénych soutadnic a zobecnénych hybnosti. Tato transfor-
mace se nazyva Legendreova dualni transformace. Posledni dvé rovnice z relace (1.21)
jsou Hamiltonovy kanonické rovnice (kanos = zakon, souhrn pravidel):

_oH . . OH

> =, g
Iy Iqy,

(1.23)

P1i feSeni problému Hamiltonovymi rovnicemi

1) ur¢ime z Lagrangeovy funkce zobecnéné hybnosti
a zobecnénou energii,

2) ze zobecnéné energie vylouc¢ime zobecnéné rychlos-
ti. Vyjadfime je za pomoci zobecnénych hybnosti,
tj. provedeme tzv. Legendreovu dualni transformaci,

3) sestavime Hamiltonovy rovnice,

4) feSime je soucasné pro polohy i hybnosti.

Hamiltonovy rovnice jsou rovnice pro uréeni casového vyvoje proménnych qx(¢), p(¢).
Jsou diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu, je jich ale dvojndsobné mnozstvi nez Lag-
rangeovych rovnic 2. fadu. Soustavu Hamiltonovych rovnic musime doplnit pocatec-
nimi podminkami

9r(t0)=qr0>  Pr(t) = Pko- (1.24)

¢ Piiklad 1.20: Rovinny pohyb planety (2D tloha)

Hmotnost planety oznacime m, hmotnost Slunce M. Predpokladame M >>m ; tj. Slunce
se nepohybuje. Pohyb ma dva stupné volnosti, za zobecnéné soufadnice zvolime polarni
soufadnice g1 =r(¢); q2 = ¢(f), tj. vzdalenost planety od Slunce a tihel spojnice planety
se Sluncem méfeny od zvolené polopiimky. Z (3.33) a z gravitacniho zakona vime, ze

r=Lm@+2¢%), v=-c"L 4
2 r
L(r,fq')):T—V:%m(iz P L (1.25)
r

Kdybychom fesili ulohu z Lagrangeovych rovnic, méli bychom
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ia_L__a_L=() = f—r(j)2+GM=0,
dt al’ ar ;/'2
4L Ok o o Ppa2eip=o0.
dtdg dg

Pov§imnéme si, Ze pohybové rovnice nezavisi na hmotnosti sledované planety m. To je
pro gravitaci typické, télesa se v daném gravitacnim poli pohybuji po stejnych trajekto-
riich. Proto je mozné gravitaci popisovat za pomoci zakiiveného prostoru a ¢asu. Urce-
me nyni zobecnéné hybnosti a zobecnénou energii systému:

=a_L_m,;- =8_L_mr2¢
pr—ai' s P(p—a¢ H
M
E:a_L.r,_i_B_L#.)_L = lmr'z.g-lmrz(pz—Gm = Tr+T¢,+V.
o 09 2 2 r

Zachovava se moment hybnosti p, (¢ je cyklickd soufadnice) a zobecnéna energie E.
Energie se rozpada na tfi ¢leny — radialni kinetickou energii, thlovou energii (souvisici
s ob&hem planety) a potencialni energii. Zobecnéné rychlosti vyjadiime ze zobecnénych
hybnosti

Pr . . Po

2
m mr

a dosadime do zobecnéné energie (provedeme Legendreovu dudlni transformaci). Tim
ziskame Hamiltonovu funkci

2 2

)% p mM
H(r;¢7pr3p¢)):_r+ ¢2_G °
2m 2mr r
Hamiltonovy kanonické rovnice jsou
2
H H M
p_oH =P pr:—a—:+p(p -¢2,
aPr m oar mr3 2
. _O0H P . oH
=—=—¢2, p¢,=——=0.
Py mr dg

Tyto rovnice je tieba doplnit pocateCnimi podminkami #(#o), ¢ (t0), pr(t0), pe(to). Jde
o soustavu Ctyf diferencialnich rovnic pro funkce (), ¢ (1), pr(), py(t).
>

Definice fazového prostoru

Fazovym prostorem nazyvame 2frozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty
zobecnénych soutadnic a zobecnénych hybnosti. Bod fazového prostoru nam reprezen-
tuje stav systému. Casovy vyvoj q(¢), p(¢) stavu systému se ve fizovém prostoru zob-
razi jako fazova trajektorie. Konfiguraéni prostor je podprostorem fazového prostoru.
V nasledujici kapitole si ukazeme fazovou trajektorii harmonického oscilatoru.
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1.3.2 Harmonicky oscilator

Harmonicky oscilator je jednim z nejdilezitéjSich fyzikalnich systémt. Lze jim
v prvnim ptiblizeni nahradit chovani Castice v potencidlnim poli s minimem, setkdme se
s nim v kvantové teorii i v kvantové teorii pole. Jakékoli pole (napiiklad elektromagne-
tické) si lze vzdy predstavit jako soustavu harmonickych oscilatori. Proto se budeme
harmonickym oscilatorem zabyvat podrobnéji.

Predstavme si ¢astici v poli potencialni energie s minimem v bod¢€ xp a hodnotou
minima Vo = V(xp). Proved'me Tayloriv rozvoj ¥ (x) v okoli minima do druhého tadu:

7 1 7
V() =V (xg) + V' (xg)-(x=%) + ¥ (x0) (x—x) ++--
V minimu je V'(xop) = 0, a proto

V(x) =V (xg) +%V"(x0 Nx—x0)% =V, +%k(x—x0)2 ,

> (1.26)

k=V"(xp).
Potencialni energii jsme tedy nahradili parabolickou zavislosti — viz obrazek 1.12.

VA _:
Vo + 1/2 k (x—xg)’{

V(x)

\ 4

SN~—— X

Obr. 1.12: Harmonicky oscilator

Harmonickym oscildatorem nazyvame systém s parabolickou zavislosti potencialni ener-
gie (1.26). Dosti pfesné tuto zavislost splituje napiiklad téleso zavéSené na pruziné
v gravitacnim poli. Veli¢ina k = V' "(x¢) se nazyva tuhost oscilatoru.

Volme pro jednoduchost soutadnicovy systém tak, aby minimum potencialni energie
bylo v pocatku (xo = 0), a zvolme ¥(x¢) = 0 (potencialni energii miizeme zmeénit o aditi-
vni konstantu, sila F'=— dV/dx se nezméni), prubéh potencialni energie je pfi této volbé
V(x)=1/2 kx2 . Reme nejprve harmonicky oscilator za pomoci Lagrangeovych rovnic:

LI B L L (1.27)
2 2 dr ox ox m

Obecné feSeni této rovnice je

x(t) =c¢j coswt+cysinwrt , w= \/E (1.28)
m
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Pro nasledujici pocatecni podminky plyne feseni:
x(0)=4; x(0)=0 = x(t)= Acoswt . (1.29)
V okoli minima potencidlni energie kona castice kmitavy pohyb thlovou frekvenci

w = (k/m)1/2. Jako parametr oscilatoru se Cast&ji pouziva thlova frekvence w nez jeho
tuhost k. Lagrangeova funkce potom je

L=tm? - Loa?a?. (1.30)
2 2

Re$sme nyni ulohu za pomoci Hamiltonovych rovnic, nejprve nalezneme zobecnénou
hybnost a energii:

oL . . D
p=—=mx = x==,
ox m
E=a—L.)'c—L =lm5c2 +lma)2x2 .
ox 2

Po vylouceni rychlosti z energie £ dostavame Hamiltonovu funkci
2

1
> H(x, p) =L+ —max* (1.31)
2m 2
a Hamiltonovy rovnice
H H
x:a—:£, p:—a—z—ma)zx
op m ox

Reseni této soustavy se stejnymi pocatecnimi podminkami vede ke vztahiim

x(t)= Acoswt
(1.32)
p(t) =—-mAwsin vt .

PovSimnéte si, ze p = mx. Vylou¢ime-li z (1.32) ¢as (na pravych stranadch ponechame
jen trigonometrické funkce, rovnice umocnime na druhou a secteme), ziskdme rovnici
trajektorie ve fAzovych proménnych x, p:

2 2
> (—j +[Lj =1. (1.33)
A mAw
Fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je elipsa. Pohyb si mizeme predstavit jako
soutadnice bodu obihajiciho po elipse (jeho projekci do obou os).

PA

_A\\_—’/A x

-mAw

Obr. 1.13: Fazovy portrét harmonického oscilatoru
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Na zavér uréeme klasickou hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice mezi krajnimi
polohami —A4, A. Pro pravdépodobnost, ze se Castice nachazi v okoli Ax bodu x plati:
20t 2Axju(x) @

AP =—
T 27/ mu(x)
Ax
1 1 1 1 1 1 -
I I T T T I Ll
—A 0 Y o4+4

Obr. 1.14: K odvozeni pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru

Periodu jsme oznacili 7, doba, po kterou Castice pobyva v okoli bodu x je 2Az. Timto
okolim proléta castice za periodu 7 dvakrat (tam a zpét), proto je v Citateli 2A¢. Hustota
pravdépodobnosti je
wry=L-_@ (1.34)
dx  7mu(x)

Zavislost v (x) ur¢ime ze zdkona zachovani energie

1 1 1
Emv2 +Ema)2x2 = Ema)zA2 = v(x) = a)\[Az -x. (1.35)
Koneény vztah ma tvar
1
> w(x) = ———. (1.36)
aNA? —x?
w
3 4
2 4
1 4
-1 - 05 0.5 1 x/4

Obr. 1.15: Pravdépodobnost vyskytu harmonického oscilatoru

v

v misté minima potencialni energie. V kvantové teorii pozndme modifikaci tohoto pru-
béhu pro ¢astice mikrosvéta (viz kapitola 2.3). Poznamenejme jeste, ze celkova pravdé-
podobnost vyskytu Castice v oblasti (—4, 4) je rovna jedné, bez ohledu na to, Ze hustota
pravdépodobnosti v krajnich bodech diverguje:

+A

ooy 1 O\
wx)dx = | ————dx = —{arcsin[—ﬂ =1. (1.37)
—J;1 _-.:4” /Az 2 .4 A _4
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1.3.3 Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Ped ¢tenim této kapitoly by mél byt ctenar seznamen s definici a vlastnostmi Lieovy
algebry (viz kapitola 3.3.5). Uvazujme obecnou dynamickou proménnou 4 (q, p), ktera
je funkci zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti (soufadnice, hybnost, potenci-
alni energie, soucin potencialni a kinetické energie...). Jeji asovy vyvoj je dan vztahem

_dd _ o4, o4 _ 04 OH 094 oH (138)
dt g It dqx I Opp gy '

kde jsme casové derivace fazovych proménnych q, p vyjadfili z Hamiltonovych rovnic.

Definice Poisssonovych zavorek
Necht f(q, p) , 2(q, p) jsou dvé funkce fazovych proménnych q, p . Funkci

> {f.g}=—-—2-—" (1.39)

nazyvame Poissonovou zavorkou funkci £, g. Casovy vyvoj (1.38) obecné dynamické
proménné je vzhledem k definici (1.39) dan jako Poissonova zavorka ptislusné dyna-
mické proménné a Hamiltonovy funkce:

> A={A,H}. (1.40)

Poznamka: Pro 4 = A4 (t, q, p) bude d4/dt= 04/0t + {4, H }. V mnoha ptipadech
vystaéime se systémy, u kterych dynamické proménné nezavisi explicitné na Case.

Vlastnosti Poissonovych zavorek:

D) {f.g}=—{g.f},
) {f+egh={f+{gh; Hlaf.hy=alf,h}; waeR,
3) I Ag gt f1) + 1 if,811 =0, (1.41)
Y fgh=flgn+{f.hg,
5) f.ghy=gif-hy+1f.84h.
Dtikaz téchto vztaht je trividlni a plyne piimo z definice Poissonovy zdvorky (1.39).

Poissonovy zavorky tvori Lieovu algebru na prostoru funkci (viz kap. 3.3.5). Velmi
dilezité je znat Poissonovy zavorky mezi zobecnénymi souradnicemi a hybnostmi:

{Qi,Qj}:Tq‘—]—i‘_J:é}k‘0_0'5jk:0,
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Poissonova zavorka je nenulova jedin€ pro zobecnénou soufadnici a ji odpovidajici hyb-
nost, potom je rovna jedné.

> 4,9,y =1{pi»p;}=0;  {g;p;} =0 . (1.42)

Témito relacemi je urcena cela Lieova algebra Poissonovych zavorek. Zname-li jejich
vlastnosti (1.41) a relace (1.42), muZeme feSit problémy mechaniky, aniz bychom potte-
bovali definici (1.39).

¢ Priklad 1.21: Harmonicky oscilator

2 1 2
T=—, V=—ma*x*; H=p—+—ma)2x2;
2m 2 2m
i={x,H) = dx OH dx oH _ a_HZE,
ox dp dp ox dp m
p={p,H}= a_p.aﬂ_a_p.aH__a_H:_mw%'

ox dp dp Ox ox
Snadno ur¢ime i ¢asovy vyvoj libovolné dynamické proménné, napiiklad potencialni
energie:

V={V,H}= B_V.BE_B_V.BH a)zxp.

Casovy vyvoj mizeme ale urdit i z vlastnosti Licovy algebry Poissonovych zévorek
(1.41) a (1.42) bez znalosti jejich definice. Ukazme to na piikladu zobecnéné hybnosti:

ox 0H ox dH _oH _Pp

i=foHy =20 o od _oH_ P
ox dp dp Ox Bp m
2 (1.412)
. 1 1 1
p=tpHy = p Lt oma?? = ——ip. pP o ma (pat) =
2m 2 2m 2

(1.41.4) 1 1
= 5 —(p{p, p}+{pp}p)+2mw (x{p.x} +{p.x}x) =
(1.41.1) (1.42)
=§{p,p}+mw2x{p,x} = ﬁ{p,p}—mwzx{x,p} = —max

Analogicky bychom postupovali u dal§ich dynamickych proménnych. V kvantové teorii
zustane tato struktura zachovana, jen objekty, se kterymi budeme pracovat, budou jiné.

1.3.4 Numerické reSeni Hamiltonovych rovnic

Jen ve vyjimeénych ptipadech lze nalézt explicitni feSeni. Zpravidla jsme odkazani na
numerické feseni problému. V dosavadnim textu jsme se naucili problém zformulovat
za pomoci soustavy diferencialnich rovnic doplnénych vhodnymi pocatecnimi podmin-
kami. VétSina matematickych programt (napf. ,,Mathematica®, ,,Reduce, ,,Maple®,...)
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dokaze takto zformulovanou ulohu numericky a né€kdy i analyticky vyfesit. Uved'me
zde pro hloubavé§jsi studenty, ktefi by si chtéli sami vyvoj systému nasimulovat na
pocitaci, alespoil jednu numerickou metodu vhodnou pro numerické vyhledani feSeni.
Zvolili jsme Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu, kterd je snadno implementovatelna
a pritom dostatecné presna.

Oznaé¢me §=(q, p) mnozinu zobecnénych soutfadnic a hybnosti. Necht’ mnozina
hledanych funkei & (¢) ; k=1, ... 2f splituje soustavu rovnic

& =16, 0).

Casovou osu rozdélime na dilky s intervalem Ar. Piedpokladejme, ze znime feSeni
v n¢jakém case ¢ (naptiklad v f9 — pocate¢ni podminka). Potom ur¢ime

Kig=fit.&,.87) s

1 1 1
Ky =ri (1+5N»§1(I)+5K1,1 Al»"',fzf(f)JrEKl,zf Afj»

1 1 1
K3,k =fk (f+5At,§1(t)+5K2,l At""’§2f'(t)+EK2,2f AIJ s

Kyp = fi (t+ALEO+K5 ) At & 1 (0+K5 5 At
a priblizné feseni v Case ¢ + At dostaneme ze vztaht
S (t+A) =& (1) +é(K1>" +2K) ;o +2K3  + Ky ) At 5 k=121,
Tim zname feSeni v Case ¢+ Af a postup mlizeme opakovat. Otazky presnosti vypoctu,
konvergence a fadu jinych metod lze nalézt v literatufe specializované na tuto proble-

matiku. Nékteré dalsi metody feSeni obycejnych diferencialnich rovnic jsou také uve-
deny ve volné navazujici ucebnici [1].

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.4 Vybrané ulohy z teoretické mechaniky

1.4.1 Pohyb nabité Castice v elektromagnetickém poli

Pohyb castic v elektromagnetickém poli je podrobné probran v navazujici ucebnici [2].
Nyni jen pro Uplnost uvedeme zékladni vztahy v nerelativistickém piipadé v pfedem
daném elektromagnetickém poli. Elektrickd a magnetickd pole mtzeme popsat bud’
elektrickou intenzitou E a magnetickou indukci B, nebo za pomoci Ctyfpotencidlu
(¢, A). Pfevodni vztahy jsou

> g-_0A_ 09 (1.43)
Jdt ox
> B=rotA. (1.44)

Predpokladame, ze ¢(¢, x) a A(¢, x) jsou piedem dané funkce. Problém pohybu nabité
¢astice v konzervativnim elektrostatickém poli je dan Lagrangeovou funkci ve tvaru
L=T-71,4.

L=%mv2—Q¢. (1.45)

Pokud je pfitomno magnetické pole, systém jiz neni konzervativni (neexistuje potenci-
alni energie) a Lagrangeova funkce ma tvar

> Lzémvz—Q¢+QA~v. (1.46)

Prvni ¢len je kineticka energie volné Castice, zbylé dva Cleny reprezentuji interakci
Castice s elektrickym a magnetickym polem. Odvozeni naleznete bud’ v kapitole 1.6.3
vztah (1.260), nebo v ucebnici [2]. Druhy a tieti ¢len jsou ve skutecnosti skalarnim sou-
¢inem Ctyipotencialu pole a ¢tyfvektoru toku naboje zplisobeného pohybem castice.
Tim je zaruéeno, ze jde o skalarni veli¢inu. Zde budeme predpokladat, Ze jsme spravnou
Lagrangeovu funkci ,,uhodli“. Pak ale musime dokazat, ze z ni plynouci pohybové rov-
nice jsou ve shod¢ s ptirodou. Ukazeme, ze ptislusné Lagrangeovy rovnice jsou totozné
s dobfe znamou Lorentzovou pohybovou rovnici. Ve slozkdch mame

L =%mvjvj —Q¢(t,X)+ QAj(tax)vj 5

d 09 04;
q it O) + 09 - 0—Fv; =
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E(mvi) + Qg + Qa—— + -— - ngj = 0,

xj' dt axl‘ i
d B 04, 09 04; 04,
a0 = Q{ o o Uf{ax,. o, |
%(mv)zQ{—aa—?—g—i-kvxrotA},
d
> E(mv)zQ[E+v><B], (1.47)

coZ je znama Lorentzova pohybova rovnice. Upravu ¢lenu vxrot A Ize udélat standardng
za pomoci Levi-Civitova tenzoru (viz kapitola 3.3.4 Vektorové identity). Nyni odvodi-
me béznym postupem hybnost, energii a Hamiltonovu funkci ¢astice:

> p=L_mvioa (1.48)
ov
> =9y = v 00 (1.49)
v 2
2
> g=PZCA" (1.50)
2m

Poznamka 1: Energii v této kapitole znac¢ime ¢, abychom ji odlisili od intenzity
elektrického pole E.
Poznamka 2: PovSimnéte si, ze € # '+ V. Energie nezavisi na vektorovém poten-

cidlu A. To je dusledkem toho, Ze magnetické pole neméni energii, ale pouze smer
rychlosti. Hybnost jiz také neni rovna svému mechanickému protéjsku, p # mv.

¢ Piiklad 1.22: Konstantni homogenni elektrické pole

Predpokladejme, ze na Castici ptisobi konstantni homogenni elektrické pole E. Pohybo-
vou rovnici ¢astice miizeme zapsat ve tvaru

mi = QFE . (1.51)
Pfimou integraci postupné dostaneme
Y :
v(t)==tE+v; (1.52)
m
r(t)=2t2E+v0t+r0. (1.53)
2m

Na prvni pohled je patrné, Zze se rychlost s rostoucim ¢asem zvétSuje nade vSechny
meze. Pro vyssi rychlosti je nutné pouzit relativistickou Lagrangeovu funkci. Vypocet je
v [1]. Urychlovani probiha jen ve sméru pole, kolmo na pole se ¢astice pohybuje volné.
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Pokud pole miii v ose x, tj. E=(FE, 0, 0) a Castice je v poc¢atku soufadnic s pocatecni
rychlosti vg = (0, vg, 0), tj. kolmou na pole, ma nalezené feseni tvar

=L2Ep y=vyt, z=0. (1.54)
2m

Vylou¢ime-li z feSeni ¢as, ziskdme rovnici paraboly:

w=2E y2. (1.55)

2m vg

Nabita ¢astice se v pritomnosti homogenniho elektrického pole pohybuje po parabole.
Ve sméru pole je pohyb rovnomérné zrychleny. Pokud bychom provedli relativisticky

vypocet (viz [1]), bude skuteénou kiivkou hyperbolicky kosinus.
>

¢ Priklad 1.23: Konstantni homogenni magnetické pole

Uvazujme nyni druhou nejjednodussi situaci — pohyb nabité ¢astice v homogennim
magnetickém poli. Pro urcitost budeme predpokladat, Ze magnetické pole mifi v ose z,
tj. B=(0, 0, B) a Castice je na zacatku v pocatku souradnicové soustavy a ma pocatecni
rychlost ve sméru osy y, tj. x(f9) = (0, 0, 0), v(#9) = (0, v, 0).

y

B

z

Obr. 1.16: Orientace jednotlivych vektorQ

Pohybovou rovnici mdv/dt = O vxB rozepiseme do slozek:

mi=0Bj,
my=—QBXx, (1.56)
mz=0.

Reseni tieti rovnice je jednoduché, v piipadé nasich pocate¢nich podminek nulové, tj.
pohyb se bude dit jen vrovin€ (x,y). Soustavu prvnich dvou rovnic budeme fesit
v komplexnim oboru. Prvni rovnici budeme chapat jako redlnou ¢ast, druhou jako ima-
ginarni:

mi+imy=0By—-iQBx.

Tato operace je vratna, kdykoli mizeme oddélit redlnou a imaginarni ¢ast a dostat zpét
ptvodni rovnice. Po jednoduché upravé a oznaceni kombinace OB/m jako w. (pozdgji
zjistime vyznam této veli¢iny) dostaneme
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Friv=—imGrip);  o=22 (1.57)
m

Nyni zavedeme komplexni polohu & = x + 1 y, pro kterou ma rovnice jednoduchy tvar
Etim, £=0; E=x+iy. (1.58)

Samoziejmé bude kdykoli mozné se vratit k piivodnim proménnym x a y. ReSeni této
line4rni rovnice bez pravé strany budeme hledat v exponencidlnim tvaru exp(4f). Po
dosazeni ziskdme charakteristickou rovnici

P rioA=0; =  4=0; =—ia,. (1.59)

Obecné fesenti je linearni kombinaci obou nalezenych modu:

§=cytepe
) , (1.60)
E)=—icrm, e .
Integracni konstanty nalezneme snadno z pocate¢nich podminek
§(0)=x(0)+iy(0)=0;
T (161)
£(0)=x(0)+iy(0) =1y .
Dosadime-li tyto pocatecni podminky do rovnic (1.60), dostaneme
c1+cy, =0; ¢y =+vy/ @, ;
. . = ‘ (1.62)
—1C,W, =1V , CH =—Uo/a)c.
Vysledné feSeni ma proto tvar
> EN)=R, —R ¢ % ; R =uvylw, =mvy/OB. (1.63)

Po odd¢leni redlné a imaginarni ¢asti ziskame obé soutadnice pohybujici se Castice

x(t)=Ry —Ry cosat,
> , ¢ (1.64)
y() =Ry sinagt.

Rovnici trajektorie nalezneme po vyloucéeni Casu z (1.64):
> (x-Ry)*+y* = R} . (1.65)

Vidime, ze pohyb se déje po kruznici s polomérem |Ry |, se sttedem S = [R[, 0] a s 0h-
lovou frekvenci obéhu w.. Veli¢inu R, nazyvame Larmoriv (gyracni) polomér a velii-
nu w. cyklotronni (gyracni) frekvence. Podle naboje castice miize mit LarmorGv polo-
mér kladnou i zapornou hodnotu, stejné tak mize mit obé znaménka cyklotronni frek-
vence (zaporna hodnota znamena ob&h proti sméru chodu hodinovych rucicek).

Magnetické pole neptisobi na pohyb ¢astice ve sméru podél pole. Kolmo na smér
pole puisobi Lorentzova sila, ktera zakfivuje trajektorii Castice na kruznici. Pfi nenulové
pocatecni rychlosti v,(0) je pohyb ¢astice slozen z rovnomérného pifimocarého pohybu
podél pole a Larmorovy rotace (gyrace), tim vzniké pohyb po Sroubovici.



46 Teoretickd mechanika

Samotné elektrické pole naopak nepisobi na pohyb Castice napfi¢ pole (v nerelati-
vistickém pfipad¢) nebo jen velmi malo (v relativistickém piipad¢). Ve sméru pole
dochéazi k urychlovani.

v

feseny (z Hamiltonovych rovnic) v navazujici ucebnici [1].

1.4.2 Pohyb v rotujici soustavé

Obr. 1.18: Rotujici soustava

K nalezeni pohybové rovnice v neinercidlni rotujici soustaveé potfebujeme znat nekteré
vektorové identity:

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b, (1.66)
ax(bxec)=b(a-¢)—c(a-b), (1.67)
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (1.68)

Jejich odvozeni je snadné za pomoci definice vektorového soucinu pres Levi-Civitiv
tenzor (viz kapitoly 3.3.4 a 3.3.4). Prvni identita ukazuje, Ze v soucinu (axb)-c lze
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jednotlivé soucinitele cyklicky zaménovat. Druha identita je znamé ,,bac cab* pravidlo.
Dtkaz treti identity lze provést (stejné¢ jako u prvnich dvou) pouhym rozepsanim levé
strany z definice vektorového soucinu pres Levi-Civitiv tenzor.

Pro urcitost pfedpokladejme, ze budeme sledovat pohyby na rotujici Zemi. Jedna
soufadnicové soustava je pevna v prostoru (inercidlni) a druhd rotuje spolu se Zemi
(rotujici, neinercidlni). Ob¢& soustavy maji pocatek ve stfedu Zemé a polohovy vektor
sledovaného télesa je v obou soustavach jediny objekt (s riznymi soufadnicemi), tj.

Fin =Tpot =T (1.69)

Rychlosti télesa o hmotnosti m (viz obrazek 1.18) budou v obou soustavach rtzné, bu-
dou se liSit orychlost vy zptisobenou rotaci Zeme¢. Ta je umeérnd velikosti thlové
rychlosti, vzdalenosti od stiedu Zemé a sinu polarniho thlu 6 (na polu je rychlost nulo-
va, na rovniku maximalni), tj.

Vg = @rsing. (1.70)

Smér této rychlosti je kolmy na vektory o i r, tedy plati
Vo = OXr. (1.71)
Mezi rychlosti télesa v inercialni a rotujici soustavé proto existuje jednoduchy vztah
Vin = Viot TOXT, (1.72)

To je vSe, co potiebujeme veédét k sestaveni Lagrangeovy funkce. V inercidlni soustaveé
bude Lagrangeova funkce rovna

L =%mv12n —V(r,). (1.73)
Do vztahu dosadime za rychlost z (1.72) a za polohovy vektor z (1.69)
L=%m(vrot+a)><r)2—V(r). (1.74)

Rychlost v rotujici soustave, kterd nas zajima, pfeznacime na v. Vysledna Lagrangeova
funkce pro pohyb v neinercialni rotujici soustave je

> L= %m(v+0)><r)2 —V(r) . (1.75)

K nalezeni hybnosti, energie a k sestaveni pohybové rovnice budeme potiebovat par-
cialni derivace OL/0 v, OL/Or. Za tim i€elem roznasobime prvni ¢len v lagranzianu:

1
L=Em(v+0)><r)‘(v+0)><r)—V(r) =
- 1 2
L=Emv +m((o><r)~v+5m(0)><r) -V(r) (1.76)
Z této podoby Lagrangeovy funkce uréime derivaci podle rychlostnich proménnych:

a—L:mv+mco><r. (1.77)
ov
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Pro zjisténi derivace podle prostorovych proménnych musime Lagrangeovu funkci
(1.76) pon¢kud upravit. Ve druhém clenu na pravé strané posuneme jednotlivé ¢leny
podle vztahu (1.66) tak, aby r, podle kterého chceme derivovat, bylo vné vektorového
soucinu. Ve tfetim Clenu upravime skaldrni souin (@xr)(@xr) podle Crammerova
vztahu (1.68):

L:%mvz+m(vxm)~r+%ma)2r2—%m(m-r)z—V(r) (1.78)

Nyni jiz snadno nalezneme i derivaci Lagrangeovy funkce podle proménné r:

a—L=m(v><0))+ma)2r—m0)((D~r)—a—V (1.79)
or or

Druhy a tfeti ¢len na pravé strané upravime podle identity (1.67) do findlniho tvaru:
a—L=m(v><o))+mo)><(r><oo)—a—V (1.80)
Jr or

Vztahy (1.77) a (1.80) jsou hledané derivace Lagrangeovy funkce podle rychlosti a po-
lohového vektoru. Nyni jiz snadno uréime hybnost a energii pohybujiciho se objektu.

| 2 pza—L:mv+m(mxr), (1.81)
av

> Ea—L~V—L=ln’lV2

_1 2
- Sm@xr) +V(r). (1.82)

Hybnost se sklada jednak z klasické mechanické hybnosti mv a jednak z neinercialniho
rota¢niho ¢lenu mwxr. Energie je souctem kinetické energie, rotani energie a poten-
cialni energie. Rotacni energie je z hlediska pozorovatele v inercialni soustavé zaporna.
Pro predikci pohybu téles je nejdilezitéj$i znat pohybovou rovnici, kterou nyni jiz
snadno sestavime:

d ) _
E(mv+m(0)xr))—(m(vx0))+m(ox(rxo))—gj =0

dmv

>

=F+2m(vXo)+moXx(rxo). (1.83)

Rovnice (1.83) je hledana pohybova rovnice télesa pohybujiciho se v rotujici neinercial-
ni soustavé. Nalevo je casova zména mechanické hybnosti, prvni ¢len napravo je sila
pusobici na ¢astici v potencidlnim poli, druhy ¢len je Coriolisova sila a treti odstfediva
sila. Coriolisova sila je ¢astecné zodpovédna za smér roztaceni viru ve vylevce (na
kazdé polokouli je jiny), za staCeni roviny kyvadla i za dalsi jevy. Na Slunci je
Coriolisova sila velmi diilezita pii vzniku helikalnich fluktuaci rychlostniho pole, které
ve finale pfispivaji k preklapéni slunecniho magnetického dipolu. Coriolisova sila
nepusobi na télesa pohybujici se rovnobézné se zemskou rotacni osou. Odstrediva sila je
nulova na pélech a maximalni na rovniku, kde dosahne hodnoty mrw?.
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¢ Piiklad 1.24: Padajici kamen

Predstavte si, ze pustite kamen z vySky 65 metri (odpovida Petiinské rozhledn¢). Jakou
odchylku od kolmice bude mit kdmen po dopadu na zem vlivem Coriolisovy sily? Ja-
kym smérem se kamen odchyli od kolmice pii padu? Poéitejte pro Prahu (zemépisna
Sitka A = 50°).

ReSeni: Budeme fesit pohybovou rovnici s tihovou a Coriolisovou silou
dmv
4 =mg+2m(VX®).
t

Druhy ¢len na pravé strané je podstatné mensi neZ prvni a mizZzeme ho chapat jako ma-
lou poruchu. Reseni je mozné hledat itera¢ni metodou, tj.

(k+1)

dmy :mg+2m(v(k)><u)).

dr

Zvolime né&jaké fedeni v(0), které dosadime do pravé strany a vypocteme v(1). Poté dosa-
dime v(1) do pravé strany a vypoéteme v(2) atd. Pro pocateéni nulové FeSeni mame po-
sloupnost
v® =9 ;
v = gt;
v = gt+(g><co)t2 .

Prvni iteraéni feSeni v(D) je volny pad neovlivnény Coriolisovou silou. Druhé iteraéni
feSeni v(2) jiz v sob& zahrnuje vliv Coriolisovy sily. Vzhledem k tomu, Zze povazujeme
Coriolisovu silu za malou poruchu, miizeme iteraci po druhém ¢lenu ukoncit. Pfi inte-
graci jsme pouzili nulovou pocate¢ni rychlost, tedy jednoduchy volny pad. V pripadé
nenulové pocatedni rychlosti vo by bylo v(1) = vo+gz. Pro volny pad postaéi nalezené
feseni bez pocatecni rychlosti. Integrace iteracniho feSeni nam da polohu kamene:
i r
r()=r? ) =r, tet (g 0) (1.84)

Zvolme nyni konkrétni soufadnicovy systém na povrchu Zemé (feSeni posuneme ze
sttedu Zemé k povrchu, poloha vystupuje jen v prvnim ¢lenu na pravé stran€). Osa z
bude mifit svisle, osu x orientujeme na vychod a osu y na sever. Jde o pravotoCivy sou-
fadnicovy systém, coz ve vysledku zajistuje spravna znaménka vektorovych soucint.
Na obrazku 1.18 je 8 polarni thel a 1 = 90°—6 zemépisna $itka. Jednotlivé vektory v fe-
Seni (1.84) budou:

r® =(0,0,H);

g=(0,0,—g); (1.85)
o= (0, wcos A, wsin A).

Volny pad kamene je tedy po rozepsani vektorového soucinu popsan vztahy
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3
_ 8t cosA;
y=0; (1.86)
g
2

Kéamen se bude pfi padu odchylovat vlivem Coriolisovy sily ve sméru osy x, tedy na
vychod. Nyni zbyva urcit velikost odklonu. Polozime-li v tfeti rovnici (1.86) z =0, zjis-
time dobu, za kterou kdmen dopadl. Tu dosadime do vztahu pro x a mame vyslednou
vzdalenost

o (2H 3/2

Ax:xﬁn—xozg—[—j cos A =7 mm. (1.87)
3\e

D

1.4.3 Problém dvou téles, Keplerova uloha

Mg¢jme dvé télesa, kterd na sebe vzajemné pulsobi silou (gravitacni, elektrostatickou
nebo jinou silou pasobici na spojnici obou téles). Jejich pohybové rovnice jsou:

mify =Fpy
(1.88)
myory, = F21 .
Ze zékona akce a reakce plati:
F12 :—F21 = F12 +F21 =0. (189)

™o

tivni poloze druhého télesa vzhledem k prvnimu:
mr; + myrp
rr=s——;
> my +my (1.90)
rsr, —r.

Z rovnic (1.88) snadno nalezneme pohybové rovnice v novych proménnych:

. F,+F
fo=127801 .
m1+m2
. . . F F, 1 1
r=r2—r1=A—£= _—t— F21.
my my M

V novych proménnych maji tedy pohybové rovnice velmi jednoduchy tvar
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) (1.91)
ur =¥y,
kde u je tzv. redukovana hmotnost dané vztahem
mym
> u=—1-2% (1.92)
mp + my

rychlosti. Z druhé rovnice je ziejmé, Ze pohyb dvou téles Ize fesit jako pohyb jediného
télesa s redukovanou hmotnosti u, které se pohybuje vzhledem k prvnimu z obou téles.
Pokud je hmotnost prvniho télesa podstatné vétsi nez hmotnost druhého télesa, je redu-
kovanad hmotnost pfiblizné rovna hmotnosti mensiho z obou téles. Velké t€leso se
v tomto pfibliZzeni viibec nepohybuje. Jde naptiklad o pohyb planet kolem Slunce. Obi-
hajici planety ovlivni pohyb Slunce minimalné.

Neni bez zajimavosti, Ze pohyb dvou téles, které na sebe pusobi silami na jejich
spojnici, je vzdy rovinny. Vyplyva to ze zékona zachovani momentu hybnosti:

d—b=0 = i(r><mv)=0 = vxmv+rxma=0 =
dt dt (1.93)

rxma=0 = al|r.

Zrychleni, kterym na sebe télesa plsobi lezi na jejich spojnici. Pokud pohyb probiha
v néjaké roving, zrychleni nikdy nemutze piisobit mimo tuto rovinu, a proto se pohyb
bude konat pouze v této roving.

Keplerova uloha

Resme nyni pohyb planety o hmotnosti 7 kolem Slunce s hmotnosti M (m << M). Pokud
by hmotnosti obou téles byly soumétitelné, miZzeme ulohu snadno prevést na relativni
pohyb télesa o redukované hmotnosti kolem druhého z téles. NaSe uloha je rovinna. Pfi
feSeni proto pouzijeme polarni soufadnice, v nichZ ma Lagrangeova funkce tvar (1.25)

L(r,i’,(p):%m(fz+r2(j)2)+Gﬂ. (1.94)

r

V soustaveé se budou zachovavat moment hybnosti a energie:
bza—L_=mr2¢, (1.95)

el
2
E=2ii Ly L 2ty gM L, BT gmM g
ar a¢) 2 r 2 Zmrz r

V zékonu zachovani energie jsme ¢asovou zménu thlu ¢ vyjadrili ze zdkona zachovani
momentu hybnosti. Namisto feSeni pohybovych rovnic, které jsou druhého fadu, mu-
zeme integrovat zakony zachovani, které jsou prvniho fadu. Z obou zékonti zachovani
vypocteme Casové derivace zobecnénych soufadnic:
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do_ b 107
dt  mp?
2
a2\ po b oMM (1.98)
dt m 2mr2 r

Jde o soustavu diferencialnich rovnic pro proménné r(¢) a ¢(¢). V Keplerové uloze nas
nezajima casovy vyvoj soufadnic, ale jen tvar drdhy planety, tj. zavislost 7(¢). Proto
vydélime druhou rovnici prvni:

2 b? mM
\/m[E— 2+G r J
dr 2mr

do blmr?

Tuto rovnici pro r(p) je mozné fesit pifimo separaci a naslednou integraci. Zvolme ale
poné¢kud jiny postup. Rovnici umocnime na druhou a upravime do tvaru

(1.99)

b2

2mr

=F- +
4 (l” ) 2mr? r

Carka oznacuje derivaci podle proménné ¢. Zvolime substituci

1 , 1.,
r=—; rr=——¢&, (1.100)
9 &
po které dostaneme
b* "2 b? E
(&Y —— Erof=_— (1.101)
2Gm M 2Gm™M GmM

Pokud rovnici jeste jednou derivujeme, ziskame

b? b?
ey S
Gm~M Gm~M
b2
E+&)=1 =
szM( )
b2
m

Jde o linearni diferencialni rovnici druhého tadu s pravou stranou. Partikularni feseni je
1/p, homogenni feSeni mizeme zapsat ve tvaru cos(p—¢@g). Celkové feSeni tedy bude

§=CCOS(¢—¢0)+1. (1.103)
p

Reseni ma dvé integraéni konstanty ¢o a C. Konstanta go uréuje poatek ode¢tu polar-
niho uhlu. Vhodnym pootocenim souiadnicové soustavy muzeme zvolit ¢g = 0. Kon-
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stantu C ur¢ime tak, aby nalezené feSeni spliiovalo pivodni rovnici (1.101), tj. rovnici
pred derivovanim (coz neni ekvivalentni Gprava):

c= |-2E L (1.104)

Konstantu C dosadime do feseni (1.103) a vratime se k ptivodni proménné 7

r= P .
1+ 2ﬂﬂ cos @
GmM
Vysledné feseni ma tedy tvar
D 2Ep b?
| r=—m———; E= +1; p= . (1.105)
1+& cosg GmM Gm*M

Jde o rovnici kuzelosecky (viz kap. 3.10.1) s numerickou excentricitou ¢. V gravitaénim
poli centralniho télesa se tedy budou jina télesa pohybovat po kuzeloseckach. Pro £ <0
je € <1 apohyb se kond po elipse. Zaporna energie znamena vazbu obou téles. Tento
pfipad plati pro planety Slunecni soustavy. Pro £E=0 je ¢ =1 a pohyb je parabolicky.
Pro E>0je e > 1 a téleso se pohybuje po hyperbole. Minimalni a maximalni vzdalenost
ob&hu bychom ve vSech ptfipadech dostali hledanim extrémt zavislosti (1.105).

Efektivni potencial
Energie pohybujiciho se télesa je z Lagrangeovy funkce dana formuli (1.96)

L2 Lygr MM (1.106)
2 2 r

Energie se sklada z radialni kinetické energie, uhlové slozky kinetické energie a poten-
cialni energie. Vyrazy se zobecnénymi rychlostmi tvofi kinetickou energii a vyraz obsa-
hujici jen polohu potencialni energii. Pokud ale vyjadiime druhy ¢len za pomoci zakona
zachovani momentu hybnosti (1.95), dostaneme

2
2, b mM (1.107)

Druhy ¢len je nyni zavisly pouze na poloze a mtizeme ho proto pfifadit k potencialu.
Interpretace ¢lenu jako kinetického nebo potencialniho je tedy relativni a zavisi na thlu
naseho pohledu. Zaved'me tzv. efektivni potencial:

1
E=5W2+Veff(r);

| 2 5 (1.108)
b mM
Veff(r)E 2—G—.
2mr r

Z prvni rovnice snadno ur¢ime radialni rychlost télesa
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7= /E(E—Veff(r)). (1.109)
m

Je zjevné, ze pohyb se muze konat jeding v takovych oblastech efektivniho potencialu,
kde plati

> E>Vy(r) . (1.110)

Pribéh efektivniho potencialu je znazornén na obrazku 1.19, kde je patrné, ze pro £ >0
je pohyb neomezeny, » € < rmin, *), pohyb se kona po hyperbole. Naopak pro £ <0 je
pohyb omezeny, r € < rmin, "max > @ pohyb se kona po elipse. Limitnimi pfipady jsou
E =0 (pohyb po parabole) a E = Ep;y (pohyb po kruznici » = rp).

E>0

max X

E<0

min

Obr. 1.19: Efektivni potencial

¢ Piiklad 1.25: Zemé jako oscilator

Pohyb Zemé kolem Slunce Ize chapat jako pohyb v efektivnim potencialu v okoli mi-
nima. Takovy pohyb je pfiblizné harmonicky (radialni vzdalenost Zemé od Slunce koli-
sa periodicky). Potencial 1ze nahradit v okoli minima parabolickou zavislosti. Piedpo-
kladejte, Z¢ moment hybnosti Zemé je b =2,7x10* kgm’s™". Uréete minimum efektiv-
niho potencialu a periodu obéhu Zemée kolem Slunce.

ReSeni: Standardnim postupem (viz kapitola 1.3.2) uréime minimum efektivniho poten-
cidlu (1.108) a tuhost oscilaci. Z tuhosti pak jiz snadno nalezneme periodu pohybu:

bz
n=—7g—= 150x10° km;
Gm“M
” G M*
k=Vesr (1) =b—6;
2 2 2 27’

=365 dni.

o Jkim NGO M4 b PmPM?
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Keplerovy zakony

1) Planety se pohybuji kolem Slunce po elipsach,
Slunce je v jednom z ohnisek.

2) Plosna rychlost pritvodice planety (spojnice planety
se Sluncem) je konstantni.

3) Pomér druhé mocniny obé&zné doby planety a tieti
mocniny jeji velké poloosy je konstantni.

Tteti Kepleriv zakon lze vyjadrit jednoduchym vztahem:

72 47?

> -
g3 G(m+M)

(1.111)

Malym m zna¢ime hmotnost planety, velkym M hmotnost Slunce.

Ad 1). Pohyb po elipse plyne okamzité ze vztahu (1.105).

Ad 2). Jde o jednoduchy dusledek zédkona zachovani momentu hybnosti. Zménu plochy
pfi pohybu planety miizeme zapsat za pomoci vektorového soucinu

dS= lr><dr .
2
Pro plosnou rychlost potom mame
8Byl rxmy=2 (1.112)
de 2 2m 2m

Zakon zachovani plosné rychlosti je tedy jen jinou formulaci zakona zachovani mo-
mentu hybnosti planety.

Ad 3). V relativnich soufadnicich podle vztahu (1.91) pro problém dvou téles plati

mM f:GmM£ N mi;sz(m+M)£.

r=F
# m+M P2 or 2 F

V relativnich soufadnicich u problému dvou téles vystupuje namisto hmotnosti Slunce
soucet hmotnosti obou téles, jinak je pohybova rovnice identicka s rovnici pro centralni
gravitacni pole. Integrujme nyni velikost vztahu (1.112) pro plosnou rychlost
ds b b b
— = = S=—T = magby =—7T =
dt 2m 2m 2m

27w0b0m=bT. (1113)

V odvozeni jsme pouzili vztah (3.524) pro plochu elipsy S = mapby, ktery je uveden
kapitole 3.10.1 (pfidali jsme indexy 0, aby nedoslo k zdmén¢ s momentem hybnosti).
Veskeré veli¢iny se pokusime prevést na charakteristiky eliptické drahy. Za moment
hybnosti dosadime ze vztahu (1.105), na rozdil od centralniho pole zde bude ale hmot-
nost Slunce vystupovat v souc¢tu s hmotnosti planety, tj.
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b2

p=—F— (1.114)
Gm~(m+ M)

Po dosazeni za b ze vztahu (1.114) do vztahu (1.113) dostaneme

2maghym =~ pGm>(m+MYT =  4z°adbi =Gp(m+M)T? .

Veskeré parametry elipsy nyni pfevedeme na velkou poloosu a excentricitu. VyuZijeme
vztahy (3.153), tj. bo? = ap2(1-€2); p = ag (1—¢2). Vysledkem je hledany zakon

aq  Gm+M)

1.4.4 Lagrangeovy body

Problém tii téles, které na sebe vzajemné gravitacné pasobi, neni v plné $ifi analyticky
fesitelny. V ptipad€ tzv. restriktivniho kruhového problému tri téles (viz predpoklady
dale) lze v okoli dvou vzajemné obihajicich téles nalézt pét rovnovaznych bodi. Pokud
do nich vlozime malé testovaci télisko, budou v rovnovaze gravitaéni sily od obou téles
s odstfedivou silou pohybu v daném misté. Tyto body poprvé nalezl francouzsko-italsky
matematik Joseph Louis Lagrange, proto nesou jeho jméno [9]-[10].

Predpoklady

1) jde o tzv. restriktivni problém, tj. dv¢ télesa jsou velka a jedno je malé, testovaci.
Toto testovaci télisko neovlivni gravitani potencial v daném misté.

2) jde o cirkularni problém, tj. dvé velka télesa kolem sebe vzajemné obihaji tak, ze se
neméni jejich vzdalenost. Relativni pohyb jednoho vic¢i druhému probiha po kruz-
nici. Piiblizné takovou soustavou jsou naptiklad dvojice Zemé-Mésic, Zemé-Slunce
nebo Jupiter-Slunce.

Formulace ulohy

R=r+r

Obr. 1.20: Ke Keplerové uloze, tézisté je oznaceno T, vzajemna vzdalenost velkych téles R
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Predpokladame, ze dvé hmotna télesa o hmotnostech M), M, obihaji kolem spolecného
téziste¢ T takovym zplsobem, Ze jejich vzajemna vzdalenost R zlstava konstantni, tj.
jedno teleso obiha kolem druhého po kruznici (na grafu efektivniho potencialu jde
o minimum). Hleddme takové polohy testovaciho téliska o malé hmotnosti m (m << M,
M»), ve kterych jsou veskeré sily (gravitacni, odstiediva) nulové a télisko se nepohybuje
(tim je nulova i Coriolisova sila). Problém budeme formulovat v soufadnicové soustave,
Keplerovym zakonem (1.111)
GWM{+M
ot = G +M)) :

3 R:I’1+7'2. (1115)

R
Uhlova rychlost jako vektor miii kolmo na rovinu ob&hu obou téles (naptiklad v ose z).
Spojnice obou téles tvoii jednu ze soufadnicovych os nasi soustavy (naptiklad osu x).
Jde o neinercialni soufadnicovou soustavu, ve které je pohyb testovaciho téliska dan
Lagrangeovou funkci (1.75):

1 2 li mM2
L=—m(v+oxr) +G +G (1.116)
2 ‘l’ — rl‘ ‘r — rz‘
Lagrangeovu funkci lze zapsat za pomoci efektivni potencialni energie ve tvaru
L=T-Vy; (1.117)
1 2
T=—mv", (1.118)
2
1 2 li mMZ
Vet =—mv-(0Xr) ——m(®xr)" -G -G : (1.119)
2 |r - r1| |r — r2|

Silové puisobeni na nase testovaci télisko (resp. pohybova rovnice) ma tvar (1.83), ktery
jsme odvodili pro neinercialni soutadnicovou soustavu:

Gﬂz(r—rz). (1.120)
-

| 2 M—V:Zm(vxm)+mcox(r><(o)—G mM13 (r—rl)—
dr e

Napravo jsou jednotlivé silové ¢leny (Coriolisova sila, odstfediva sila a gravitaéni sily
pusobici od obou téles). Soutadnicovou soustavu volime tak, Ze osa x lezi na spojnici
obou téles, osa y je kolma na osu x (v rovin¢ ob¢&hu) a osa z je kolma na rovinu ob&hu.
Pti hledani rovnovaznych bodid mizeme postupovat dvojim zplisobem. Prvni moznosti
je hledani extrému efektivniho potencialu (1.119). Prvni ¢len bude nulovy, protoze
hledame jen rovnovazné body, ve kterych se testovaci télisko nepohybuje (v = 0). Tento
postup je vhodny pro grafické feSeni — ekvipotencialy funkce Vegr miizeme vykreslovat
vhodnym softwarem (naptiklad v programu Mathematica).

Druhou moznosti je feSit podminku na nulovou silu (1.120). V rovnovaznych
bodech se testovaci téleso nehybe, jeho rychlost je vici nasSi soufadnicové soustave
nulova, a proto je nulovy i prvni ¢len (Coriolisova sila). Jde tedy pouze o rovnovahu
gravitacni a odstfedivé sily. Coriolisova sila ma ale podstatny vliv na stabilitu
nalezenych Lagrangeovych bodd.
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Obr. 1.21. Ekvipotencialy efektivniho potencialu soustavy Slunce-Zemé.
Sipkami je znazornén smér ,,z kopce do udoli“. NASA/WMAP.

Lagrangeovy body
Lagrangeovy body hleddme z rovnice
M mM
mox(Fxw)-G 13 (r—rl)—G 23( —r2)=0,
r—rg ‘ ‘r il %) ‘

(1.121)

ktera vyjadfuje rovnovahu odstiedivé sily a gravitacnich sil. Polohové vektory ry a r

jsou v nami zvolené souradnicové soustaveé znamé, do (1.121) dosadime:
r=(~,R.0,0); 1, =(+4R.0,0);

0=000); o=,
R3

r=(x,,0), T =(x,7,0)=(x/R,y/R,0),

(1.122)
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kde jsme oznacili proménné

M M
ﬂlzﬁl; U 572; M=M+M,;
(1.123)
_ X _ .y
X=—; ==
R ’ R

Konstanty u1, (2 jsou relativni hmotnosti (vyjadiuji, jakou ¢ast z celkové hmotnosti ma
prvni resp. druhé téleso. Proménné X, y jsou bezrozmérné soutfadnice Lagrangeova

bodu v jednotkach vzdalenosti mezi obéma télesy. Vysledkem je soustava dvou rovnic
pro dvé neznamé soutadnice Lagrangeova bodu:

= M(X+ 1) (& -m) —0-
_ S P2, P
(Grm?+7 |7 [G-m) +7]
(1.124)
- hy my _
Y- 2 32

[Erm@+7 ] [E-m?+57]

Z druhé rovnice plyne okamzit¢ jedno zfeseni, a to y =0. Jde o Lagrangeovy body
nachazejici se na ose x, tedy na piimce prochazejici obéma télesy. Po dosazeni y =0 do
prvni rovnice mame

+_ M s_gn(x+,;12)_,u2 s_gn(x—z,th):o. (1.125)
(X+ 1) (x =)

Jde o rovnici patého stupng, kterd ma tii realna feSeni (Lagrangeovy body L1, Lo, L3).
V rovnici ponechame mensi z obou parametrt, napiiklad hmotnost u5:

¥+ ) (X =14+ 1) £ (1= ) =14 1) £ pp (K +15)° =0 (1.126)
Mozné kombinace znamének u druhého a tietiho ¢lenu jsou
+= (L) ++(L2); —— (L3).

Reseni je mozné najit bud’ numericky nebo provést rozvoj do nejniziiho fadu podle uo.
Napiiklad pro soustavu Slunce-Zemé je up = 3x10-6 a provedeni rozvoje podle tohoto
parametru je korektni. Vysledné polohy jsou

1/3 1/3
> leRll—(%zj ,o} LZ:R[H(%j ,0]; Ly=- {H%,O] (1.127)

Pro soustavu Slunce-Zemé¢ je vzdalenost R je rovna jedné astronomické jednotce, tj.
piiblizné 150x106 km. Lagrangeovy body L; a L jsou vzdaleny od Zemé& zhruba
1,5x106 km.

K nalezeni feSeni pro y # 0 se vratime k rovnicim (1.124). Mizeme vyuzit symetrie
problému podél osy x. Reseni Ize nalézt v tomto piipadé analyticky:
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L4:R{’ul_ﬂ2,+£}; Lszz{u,—ﬁ}. (1.128)
2 2 2 2

Lagrangeovy body Lj, L,. Oba tyto body lezi na pfimce prochazejici obéma télesy.
V piipadé soustavy Slunce-Zemé lezi bod L ve vzdalenosti 1,5%106 km od Zemé
smérem ke Slunci a bod L, ve stejné vzdalenosti smérem od Slunce. Bod L je velmi
vyhodny pro pozorovani Slunce. Poprvé zde byla umisténa sonda ISEE-3 v roce 1978.
Pozdéji se bod L stal domovem jedné z nejslavnéjSich slunecnich sond SOHO. V bodé
L; je rychlost obéhu Slunce vétsi nez v misté, kde je Zemé. Gravitacni tah Zemé ale
sondu v L1 brzdi na stejnou thlovou rychlost. Naopak v bod¢ Ly, ktery je dale od Slun-
ce, jsou umistény sondy pro vyzkum vzdaleného vesmiru — americkhk WMAP a evrop-
ska Planck. Sondy by zde obihaly Slunce pomaleji, ale gravitacni tah Zemé jim udéluje
spravnou rychlost. Z hlediska stability jsou L i Ly sedlové body, pii vychyleni v jed-
nom smeéru plsobi na sondu vratna sila, pti vychyleni v druhém sméru se sondy za¢nou
exponencialné vzdalovat s charakteristickou konstantou r~23 dni, coZ znamena, Ze
porucha roste podle funkce exp(#/7). Sondy v téchto bodech museji vzdy po nékolika
mésicich provadét korekce drahy.

Lagrangeiiv bod L3. Bod lezi pro soustavu Slunce-Zemé na opacné strané Slunce,
nepatrné dale, nez je ob&ézna draha Zemé. Jakékoli téleso v tomto bodé je pro nas trvale
nepozorovatelné, protoze je za slunecnim kotoucem. To vedlo k domnénkam, ze by se
v bod¢ L3 mohla nachazet pro nas trvale neviditelna planeta, ktera dostala ndzev planeta
X. Lagrangetv bod L3 je opét sedlovym bodem, je nestabilni s charakteristickou kon-
stantou 7~ 150 let. Jakékoli dlouhodob¢jsi existence planety v tomto misté je proto
zcela vyloucena.

Lagrangeovy body L4, Ls. Tyto body nelezi na spojnici obou téles, ale tvofi s nimi
rovnostranné trojuhelniky. Vzdalenost bodi L4 a L5 k obéma télestim jsou stejné a rov-
ny R, tj. vzdalenosti téles samotnych. Oba body lezi v maximech efektivniho potencialu,
a proto by se mohlo na prvni pohled zdat, ze jsou nestabilni. Pfi jakémkoli vychyleni ale
zacne pusobit na testovaci téleso Coriolisova sila, kterd ho bude vracet zpét. Vysledkem
je obéh kolem bodti L4 a Ls. Pro soustavu Slunce—Zemé je perioda ob&hu 89 dni. T¢lesa
nachazejici se v Lagrangeovych bodech L4 a L5 se nazyvaji Trojané. Nejznaméjsi jsou
Trojané soustavy Slunce-Jupiter.

Ly

Obr. 1.22: Lagrangeovy body soustavy Slunce-Zemé
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1.4.5 Disipace energie

Lagrangeovy rovnice v podobé, ve které¢ jsme je odvodili, plati pro nedisipativni sys-
témy, tedy pro systémy, ve kterych se nepfeménuje ¢ast energie nevratné na teplo. To je
nékdy tieba tepelné ztraty do vypocétu zahrnout. Staci, aby v elektrickém obvodu byl
pritomny elektricky odpor nebo aby se pohybujici téleso trelo o okolni vzduch. V téchto
pripadech se v pohybovych rovnicich vzdy vyskytuji ¢leny imérné zobecnéné rychlosti.
Jako ptiklad mtize poslouzit pohybova rovnice pro letici kamen:

dmv
dr

=mg—av. (1.129)

Prvni ¢len napravo je tihova sila a druhy je sila odporu vzduchu. Ta je imérna rychlosti
(v nekterych situacich kvadratu rychlosti) a ma opacny smér nez pohyb. Jinym prikla-
dem mize byt jednoduchy obvod, kde jsou v sérii zapojeny vSechny tfi zakladni prvky,
tj. kondenzator, civka a odpor. Soucet napéti na vSech prvcich musi dat nulu, tedy

oY 2 =0 (1.130)

(e

Zobecnénou proménnou (viz kapitola 1.1.6, LC obvod) je néboj. ,,Pohybova® rovnice
ma tvar

(/’Q+//L’Q+%:O. (1.131)
Druhy ¢len je opét umérny zobecnéné rychlosti a pfedstavuje v systému disipaci ener-
gie. Pokud chceme zobecnit Lagrangeovy rovnice i pro pfipad disipace energie, budou
mit tvar

d oL JL

—— 409, =0. 1.132
TR k191 ( )

V poslednim ¢lenu jsme pouzili Einsteinovu sumacni konvenci. To nas vede k reformu-
laci Lagrangeovych rovnic do tvaru

> (1.133)

1
R=—04;4,q; .
2M%%

Derivacemi kvadratické funkce na pravé strané vzniknou disipativni ¢leny, které jsou
linearni v zobecnénych rychlostech. Tato funkce se nazyva Rayleighova disipacni
Sfunkce. V piipadé disipace tak pro spravnou formulaci tlohy musime ,,uhodnout” dvé
funkce: Lagrangeovu funkci a Rayleighovu disipacni funkci. Pokud maji obé funkce
spravny tvar, ziskame rovnice, které¢ jsou ve shod¢ s pfirodnimi déji.
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4 Piiklad 1.26: RLC obvod

Rovnici (1.131) ziskdme z Lagrangeovych rovnic (1.133), pokud zvolime

Q_z- ’ —ly 52
27 R(Q)—z-/?Q . (1.134)

-1,
L(Q,0) =55/”Q -
Lagrangeova funkce ma obdobny tvar jako v mechanice (Cleny pfipominaji rozdil kine-
tické a potencialni energie). Rayleighova disipa¢ni funkce je umérna ztraté energie ze
systému za jednotku ¢asu, protoze dE/dt = Ul = RI2 = R (dQ/dr)2.
>

Hybnost a energii definujeme v piipadé disipativnich procest stejnym zptisobem jako
obvykle, tj.

=2t (1135)
9 1
Esiqk—L. (1.136)
9y

Energie se ale v pfipad¢ disipace nebude zachovavat, ani kdyz Lagrangeova funkce
nezavisi explicitné na ¢ase. Najdéme v tomto pripadé zménu energie s ¢asem:

e _dfor ) oafa) e oL oL
& di| 9g, 9k dr| 3g, d —qk qdi — 4k

dt{9g, )" 9gp Tt | del 9y | g | Y ag "

V poslednim kroku jsme pouzili Eulerovu vétu o derivaci homogennich funkci, ktera
pro kvadratickou funkci f{x) ma tvar xdf/dx = 2f (dikaz je trivialni, jde jen o derivaci
kvadratu). Ziskany vysledek
E_ (1.137)
de
jasné dava do souvislosti Rayleighovu disipacni funkci se ztratou energie ze systému za
jednotku ¢asu. Vztah (1.137) lze zapsat jako zakon zachovani energie takto:

t
E+I2Rdt=const . (1.138)
0

Provedeme-li transformaci od proménnych (g, dg/df) k proménnym (g, p) v zobecnéné
energii, ziskame Hamiltonovu funkci H(g, p). Ukazme nyni, jak budou vypadat Hamil-
tonovy rovnice v pripadé disipace energie. Ziejmé plati
L L
aw=Lag+Lag, =
9q 9G
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) oR )
dL:[Pk ""a_.Jko +prdg =
9k

) oR . )
dL:[Pk +£dek +d(prqr) —qxdpk =
k

. . OR .
d(quk_L)z_[pk +8_'quk tqpdpe =
i
. OR .
dH :_(Pk +8_'quk +qdpy -
i

P1i upravé prvniho vztahu jsme vyuzili Lagrangeovy rovnice ve tvaru (1.133) a definici
hybnosti (1.135). Vzhledem k tomu, Ze hamiltonian H je pouze funkci zobecnénych
soufadnic a hybnosti, musi byt koeficienty u ptislusnych diferencialti rovny odpovidaji-
cim parcialnim derivacim, tj.

_[1., B_RJ_B_H. P4
“T04 ) oq o

Odsud jiz snadno ziskame Hamiltonovy pohybové rovnice pro piipad disipace energie:

(1.139)

Clen OR/dq; musime vyjadiit pomoci zobecnénych poloh a hybnosti, tj. jako funkci
(4, p).

1.4.6 Inverzni iloha

Velice zajimavou ulohou je hledani Lagrangeovy funkce pro dany problém. Pokud
nevime vibec nic, snazime se Lagrangeovu funkci odhadnout jako néjakou kombinaci
skalari v teorii. Pokud dostaneme jako vysledek pohybové rovnice, které souhlasi
s experimentem, bylo naSe usili korunovano uspéchem. K dané tloze existuje neko-
nec¢né mnozstvi Lagrangovych funkci, které se mohou liSit o Giplnou casovou derivaci
libovolné funkce. Jinymi slovy, pokud k nalezené Lagrangeové funkci pfi¢teme (nebo
od ni odecteme) df/ds, kde f=f(¢, q, dg/df), dostaneme stejné Lagrangeovy rovnice.
Toho se vyuziva k nasledné tpravé nalezené Lagrangeovy funkce do co mozna nejjed-
nodussiho tvaru.

Mnohdy ale nehleddme Lagrangeovu funkci na ,,zelené louce®. Pokud zndme pohy-
bové rovnice, pokousime se k nim najit vhodnou Lagrangeovu funkci. Oznaéme levé
strany pohybovych rovnic &:

g =—r T2 (1.140)
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Inverzni ulohou rozumime nalezeni Lagrangeovy funkce ze znamych diferencialnich
rovnic ve tvaru g = 0. Tato Gloha nemusi mit vzdy feseni, tedy k nékterym soustavam
rovnic Lagrangeova funkce neexistuje a variacni formulace neni mozna. Italsky teore-
ticky fyzik Enzo Tonti v roce 1969 odvodil postacujici podminky pro existenci Lagran-
geovy funkce [8]. Pokud levé strany diferencidlnich rovnic splituji podminky

agk 861

9G; 9Gy

>

8£k 881 d 881

—+ = —; (1.141)
dq; 9q;  dtdgy

de,  0g; dloe; | d?| 9¢
- = | — |+ —] —
dq; 9dqy  dr|9gy | di| 9d
pro kazdé k, [, potom jsou rovnice g =0 variacni, tj. existuje Lagrangeova funkce L
a plati
1

> L:—qkjgk(t,rq,rq,rq)dr. (1.142)
0

Ve vztahu (1.142) plati sumac¢ni konvence. Znaménko minus je zde jen proto, aby pohy-
bové rovnice vysly ve tvaru (1.140). Pfi opaéném znaménku bychom ziskali rovnice
—¢,=0. Nejsou-li splnény Tontiho podminky variacnosti (1.141), je mozné hledat
funkce f; tak, aby existovala Lagrangeova funkce k rovnicim

ék Efké‘k:O. (1143)

V tomto vztahu se pies k nesCita, tj. kazdou zrovnic oddélené¢ vynasobime néjakou
funkei fi. V piipad¢, Ze nevariacnost rovnic zpusobuji ¢leny linearni v zobecnénych
rychlostech dgy /dt, rozdélime rovnice na dve ¢asti tak, aby

€k=€0(k)qk+05qu'k; Oy =0 - (1144)

V systému probihajici disipa¢ni procesy lze popsat Rayleighovou funkei

1 .
Rzzaqukql. (1145)

Inverzni variacni problém lze feSit tak, Ze najdeme Lagrangeovu funkci k rovnicim
g(k)=0 asystém pak splituje Lagrangeovy rovnice ve tvaru (1.133) s Rayleighovou
disipaéni funkci

ddL JL _ IR

oL ok _ 9% (1.146)
dt dg;  9dqr  Igy
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¢ Priklad 1.27: Pohyb p¥i¢ky

Na dv¢ vodorovné elektrody je napii¢ polozena kovova piicka o hmotnosti m. Na poca-
tek elektrod privedeme napéti Uy z kondenzatorové baterie. Pfi¢kou zacne téct elek-
tricky proud a tim vznikne magnetické pole, které zacne pficku posouvat. Za zobecnéné
proménné zvolime polohu piicky x(7) a naboj protekly od pocatku obvodem Q(%).

Uy v

x(?)
_—

Obr. 1.23: Pohyb pfricky

Predpokladejme, Ze (naptiklad z experimentu) zname rovnice popisujici problém:

mi:%,Y’le — B (1.147)
(,7’0+,(1’1x)Q+//1’Q+%+ 730 =U,. (1.148)

Z elektrického hlediska jde o obvod s kapacitou kondenzatorové baterie ¢, odporem A
a proménnou indukénosti = %y + %1x. Posledni ¢len na levé strané rovnice (1.148) po-
pisuje vzajemnou vazbu mezi mechanickou a elektrickou ¢asti. Z mechanického hledis-
ka je piicka urychlovana silou %1(dQ/d¢)2/2 a brzdéna tieci silou —f dx/d¢. Oznaéme

ngm)'é—%(//]Q.z-‘rﬁX; (1.149)
gQE((/ﬁ(flx)QwQ%wle_uo. (1.150)

Tontiho variaéni podminky jsou splnény jen, pokud je =0 a £ = 0. To je celkem pfi-
rozené, nebot’ jde o koeficienty disipativnich ¢lenti (odpor obvodu a tfeni pticky). Zave-
deme proto Rayleighovu disipacni funkci

| ) 1 .o

=—R + =px 1.151
S AT+ 2 B (1.151)
a Lagrangeovu funkci budeme hledat jen pro levé strany rovnic bez disipativnich ¢lenti

1 .
Eox me'—E(qu; (1.152)

£op =(Y o+ gix)Q+%+ Ki0-Uy . (1.153)

Tyto rovnice jiz spliiuji Tontiho podminky a Lagrangeovu funkci vypocteme ze vztahu
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1 1
L=—x I &0, (1x,70,7%,70,7%,70)d 7~ QJ €00 (tx,7Q,7%,70,7%,70)d7 . (1.154)
0 0

Po dosazeni a jednoduché integraci mame Lagrangeovu funkci

mo)'c'_(li Q2 - [(/)OQ+ Q)IXQ+(/IXQ 9

L=—x + —
2 6 2 3 3 2¢

UOJ. (1.155)
Lagrangeova funkce (1.155) spolu s Rayleighovou funkei (1.151) da sice spravné vy-
chozi rovnice, ale Lagrangeova funkce je znacné nepiehledna. Vyuzijeme toho, Ze se
rovnice nezméni, pokud k Lagrangeové funkci pfi¢teme (nebo od ni odecteme) uplnou
derivaci jakékoli funkce podle Casu. Cleny s druhymi derivacemi upravime takto:

. d . 5
X5 =—(xx)—x";
dt( )

_d 2.
QQ_dt(QQ) (O

0x0 =di(QxQ>—Qi<Qx>.
t dt

Tato vyjadreni dosadime do Lagrangeovy funkce a vynechame uplné derivace, které
pohybové rovnice neovlivni. Vysledek je nyni mnohem piehlednéjsi:

2

L=%mx2+%(([’0+,7’1x)Q2—Q +QU, . (1.156)

2(()
Interpretace této Lagrangeovy funkce je ziejma. Prvni ¢len je kineticka energie Castice,
druhy je energie na indukénosti, téeti je energie souvisici s kapacitou soustavy (ma vy-
znam potencialni energie, proto ma znaménko minus) a posledni ¢len souvisi s definici
proménné Q (celkovy naboj protekly od pocatku obvodem). Pokud bychom za zobecné-
nou proménnou volili naboj na kondenzatorové baterii, byl by tento ¢len nulovy.
Lagrangeova funkce (1.156) spolu s Rayleighovou funkei (1.151) jsou pfirozenym feSe-
nim nasi ulohy. Podrobné&jsi feseni pro ptipad, kdy pticku tvoii plasma v kolejnicovém
urychlovaci, nalezne ¢tenaf v [13].
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1.4.7 Adiabatické invarianty

Presny periodicky pohyb

Predstavme si systém, ktery se periodicky pohybuje. Pfikladem muze byt kyvadlo,
Zemé obihajici kolem Slunce nebo elektron odrazejici se mezi magnetickymi zrcadly.
Ve fazovém prostoru (na osach jsou zobecnéné soufadnice a hybnosti) tvofi takovy
pohyb uzavienou kiivku, po které se systém pohybuje znova a znova. Predpokladejme,
ze je pohyb periodicky v urcité zobecnéné proménné ¢, které ptislusi kanonicky sdru-
zena zobecnéna hybnost p.

P

Obr. 1.24: Periodicky pohyb ve fazovém prostoru

Fazova trajektorie uzavira v roviné (g, p) oblast £, jejiz je hranici. Hranici oblasti zapi-

sujeme v matematice symbolicky takto: y =00 (¢teme ,kiivka y je hranici mnoziny Q).

Plochu uzavienou fazovou trajektorii oznaé¢ime J, jeji ¢iselnou hodnotu lze snadno uréit

jako integral

> J:gSpdq. (1.157)
4

Pokud by méla fazova trajektorie opacny smeér nez na obrazku, dostali bychom plochu
uzavienou fazovou trajektorii se zdpornym znaménkem. Pii periodickém pohybu se
velikost této plochy neméni. Stejné tak se zachovava energie

H=pg¢-L. (1.158)
Lagrangeovu funkci miizeme vyjadrit jako
L=pgq. (1.159)
Ve vyrazu jsme vynechali konstantu pohybu H, ktera nezméni pohybové rovnice. Inte-
gral akce pocitany pies periodu je

t+T t+T
S = I Ldt = Ipc}dl‘z
t t
t+T

. (1.160)
dg
}[ pdt i)l’ q
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Plochu J uzavienou fazovou trajektorii tak mtizeme chapat jako akci systému pocitanou
pfes jednu periodu. Veli¢iny J a H se pfi periodickém pohybu neméni. Pokud budeme
sledovat systém s vyssi energii (vice rozkyvané kyvadlo), zvétsi se J i H. Obé veli¢iny
jsou zavisleé,

J=J(H); H=H(J). (1.161)

Jiz jsme nalezli dva vyznamy veliCiny J: plocha uzaviend fazovou trajektorii a integral
akce pfes periodu. Veli¢inu J ma ale dalsi dalezity vyznam. Muzeme ji chapat jako
néjakou zobecnénou hybnost soustavy. Ji odpovidajici kanonicky sdruzenou soutadnici
ozna¢ime 6. Nova soufadnice 6 musi spliiovat Hamiltonovu rovnici
a9 = 9t . (1.162)
dt  oJ
Vzhledem k tomu, ze 0H/0J je pro systém s danou energii konstanta (Ize ukéazat, Ze je
rovna pievracené hodnoté periody pohybu), roste nova zobecnéna promeénna 6 linearné
s casem. MiZe tak symbolizovat naptiklad nartistajici thel pfi ob&hu systému po fazové
trajektorii. Touto proménnou mizeme snadno parametrizovat fazovou trajektorii (hra-
nici mnoziny £). Pro ¢asové derivace libovolné veliiny na hranici y = 2 proto mi-
zeme psat ( je jedinym parametrem, ktery jednoznacné urcuje polohu na hranici)

¥ _ydo_yon

- _ (1.163)
dt 00 dt 060 dJ

Vidime, Ze nové kanonicky sdruzené proménné J a 6 jsou nesmirné uziteéné. Hybnost J
je integralem pohybu, ktery vypovida o velikosti plochy uzaviené fazovou trajektorii,
a soufadnice 6 umoziuje jednoznacné parametrizovat hranici této plochy (fazovou tra-
jektorii) a pfevést tiplné Casové derivace na hranici na parcialni.

Adiabatické pribliZeni

Predpokladejme nyni, ze se pfi periodickém pohybu pomalu méni néjaky parametr A.
Mize jit o délku zavésu u kyvadla nebo o magnetické pole u elektronu, ktery obiha po
kruznici kolem magnetickych indukénich ¢ar. Za jednu periodu je zména zanedbatelna,
tj. plati vztah

> d;L<<£-

- ; 1.164
dt T ( )

za mnoho period ale mize byt zména podminek podstatna. Takovym zméndm fikdme
adiabatické zmény. Energie se v tomto pfipadé nezachovava. Zména energie je imérna
zméné parametru 4. Ob&é ménici se veliiny lze zkombinovat do nové proménné, ktera
zustava i pti adiabatickych zménach konstantni, tj. existuje veli¢ina A(H, 1), ze plati

A(H,A) = const . (1.165)

Takovou veli¢inu nazyvame adiabaticky invariant. Dokazme nyni, Ze adiabatickym
invariantem je plocha fazové trajektorie, tj. zobecnéna hybnost J dana vztahem (1.157).
Tato veli¢ina se pii adiabatickych zménach na rozdil od energie zachovava. Naleznéme
proto Casovou zménu J, pii které vyuzijeme parametrizaci kiivky kanonicky sdruzenou
proménnou 8 k zobecnéné hybnosti J:
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00

FTRRFTE AP
Y 0

J- dp 8q d 9q 40
dr 86 FTEY:
Casové derivace na hranici oblasti nahradime podle vztahu (1.163), tj.

dJ faH(apaq aaqjde

2
d/ d d 0
_ d J'p q

0 06 906 86 26

V druhém ¢lenu provedeme integraci per partes

2
& Iaﬂ[a_pa_q_a_pa_q]dg {pa_q} ~ 0
d 0000 06000 20 |,

Prvni ¢len za rovnitkem je zjevné nulovy, druhy ¢len miizeme povaZovat za nulovy,
pokud plati adiabatické priblizeni. Nalezli jsme tedy adiabaticky invariant, pro ktery pfi
adiabatickém pfiblizeni plati

> quSpdq:const. (1.166)

¢ Piiklad 1.28: Harmonicky oscilator

Ptedpokladejme, ze se z n&jakého diivodu adiabaticky pomalu méni frekvence harmo-
nického oscilatoru (naptiklad ménime délku zaveésu matematického kyvadla nebo tuhost
pruziny, na které se kyve téleso). Fazova trajektorie oscilatoru je elipsa s rovnici

2

1
Ema)%c2+p—=E. (1.167)

2m

Poloosy nasi elipsy odecteme z isekového tvaru

2 2
(EJ +(£j =1; a= 2k . b=A2mE. (1.168)
a b ]/’10)2
Nyni jiz snadno uré¢ime nas adiabaticky invariant jako plochu elipsy o poloosach a a b:
J=<]Spdx=mb=@=const. (1.169)
w

Energie i frekvence se sice pomalu méni s ¢asem, ale jejich podil je i po mnoha perio-
dach konstantni. Koncept adiabatického kyvadla navrhnul A. Einstein jiZz v roce 1911.

>
¢ Piiklad 1.29: Proménné magnetické pole

Ptedpokladejme, Ze elektron kond Larmorovu rotaci (viz piiklad 1.23) v pomalu pro-
ménném magnetickém poli. Za soufadnici zvolime uhel ¢, ktery urCuje pozici na
kruznici. PfisluSnou zobecnénou hybnosti je moment hybnosti obihajiciho elektronu:
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2w 2w
J= Ip(pd(pz j moUR;do =27wm,VR; .
0 0

Po dosazeni za Larmortiv polomér ze vztahu (1.63) mame

22 2
JoopleV U
0B B

Pii pohybu se pomalu méni magnetické pole. S tim se méni rychlost obihajici Castice
tak, Ze podil v2/B je konstantni. Jde o tzv. prvni adiabaticky invariant v magnetickém
poli. Zpravidla se za n¢ho voli kombinace s pon€¢kud odlisnymi konstantami (na téch ale
nezalezi)
2
MV _ const. (1.170)
2B
Podrobnéji se o adiabatickych invariantech pro nabitou ¢astici pohybujici se v magne-
tickém poli dozvite v [1]. Obecnéjsi pohled poskytuje literatura [11].

J1=

1.4.8 Kanonické transformace

Ne vzdy se nam podaii zvolit napoprvé optimalni zobecnéné soufadnice, ve kterych
bude feSeni co mozna nejjednodussi. Od néjaké mnoziny zobecnénych soufadnic a hyb-
nosti (g, p) mizeme vzdy piejit k jiné soustavé novych souradnic a hybnosti (Q, P).
Pokud pozadujeme, aby i nové proménné byly navzajem kanonicky sdruzené, tj. platilo

{Pk:tIl} =0
> (1.171)

{Pe:O1} =0 »

hovotime o tzv. kanonické transformaci. Chceme-li automaticky zajistit, aby nova sada
proménnych (Q, P) byla kanonicka, mizeme pouzit k jejimu generovani jednoduchy
mechanizmus vytvorujici funkce, ktery si nyni popiSeme. Pfedpokladejme, Ze chceme
prejit od
ql,Q2,...,Qf,p1,p2,...,pf 4 Ql,Qz,...,Qf,Pl,Pz,...,Pf,
| 2 B (1.172)
H(t,q,p) —» H(t,0,P),

kde jsme oznacili # Hamiltonovu funkci v novych proménnych. Samoziejmé chceme,
aby pro nové i staré soufadnice platily Hamiltonovy rovnice, tj. platil Hamiltontiv prin-
cip, ze kterého byly odvozeny:

tp tp tp tp
adetzaj(pqu—H)dtzo; A adezzaj(PkQ'k—Fl)dt:o.
4 4 4 4

Maji-li obé rovnice platit souc¢asn¢, mohou se integrandy liSit o Gplnou derivaci libo-
volné funkce starych a novych proménnych 7 (¢, g, O):
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. - = dY
Py —H =R —H+——;
d (1.173)
V=1(,4.0).
Je to proto, Ze Variace starych 1 novych soufadnic jsou na koncich trajektorie nulové:
B
j—dt [67]F = I sq+ ar + o =60, | =0.
‘a | gy 90,
4
Proved’'me nyni derivaci funkce 7/(¢, ¢, Q) ve vztahu (1.173)
ik —H=BO0,—H+—+—¢q;, +—— =
Pr4k % Ok or 3 dk 20, Ok
oY oY v | -
Pk =3~ %{H H——j— B+ Or =0.
q ot 90k
Tuto rovnost splnime jednoduchymi pozadavky:
> pk=al; sz—a// . H=n+2l, (1.174)
aqk an ot

Funkci ¥ nazyvame vytvorujici funkce. Jde o libovolnou funkci Casu, starych promeén-
nych ¢ a novych proménnych O, tj. 7 (¢, q, Q). Pokud budou platit relace (1.174), tj.
spoCitame podle tohoto piedpisu nové hybnosti, budou v novych proménnych platit
Hamiltonovy rovnice a navic budou takto vytvofené nové proménné kanonicky sdru-

zené, tj. {Qk, P1} = k.

Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Pomoci vytvotujici funkce si miizeme vymyslet nejriznéjsi transformace k novym pro-
ménnym. Vytvorujici funkce je totiz libovolnou funkei starych a novych soufadnic.
V principu by mohla byt i funkci starych soutfadnic a novych hybnosti, starych hybnosti
a novych soufadnic nebo starych hybnosti a novych hybnosti. Rozdily mezi soufadni-
cemi a hybnostmi se v Hamiltonové teorii stiraji. Transformacni vztahy (1.174) by byly
jen nepatrné odlisné.

Samoziejmé se nabizi otazka, jak volit vytvorujici funkci tak, aby feseni v novych
proménnych bylo co nejjednodussi. Mizeme dokonce pozadovat, aby feSeni v novych
soufadnicich i hybnostech bylo konstantni, tj. Hamiltonovy rovnice mély nulovou pra-
vou stranu:

H
O, = const = Qk—+a—:O;
ob,
(1.175)
: oH
B, =const = B =———=0.
90k

V tomto piipadé¢ budou nové zobecnéné souradnice a hybnosti cyklické, tj. nebudou se
vyskytovat v Hamiltonové funkci. Mizeme pozadovat, aby Hamiltonova funkce v no-
vych proménnych byla pfimo nulovad. Vytvorujici funkci, kterd vede na konstantni
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zobecnéné soufadnice a hybnosti, oznacujeme S a nazyvame ji hlavni (principialni)
Hamiltonova funkce. Transformacni rovnice (1.174) nyni budou:

p =a_S'
YA
A
> p =2 (1.176)
a0

oS
0=H(f,Qk,Pk)+§-

Prvni rovnici dosadime do Hamiltonovy funkce ve tfeti rovnici. V druhé rovnici vyuzi-
jeme, Zze nové souradnice Oy = oy a hybnosti Py = f; jsou konstanty:

> a—S+H(t,qk,a—S)=O = St.qp.) (1.177)
E)t aqk
0S(t,q; ¢
> /3,;—% = g =g oy, B (1.178)
k

Rovnice (1.177) se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice [12]. Vytvotujici funkce S,
ktera vede na konstantni zobecnéné soutadnice a hybnosti méa vyznam integralu akce:
dS 9§ oS

S=8(,q,,x = —=—+4+—¢qg,=-H+p,g,=L = S=|Ldt.
(. qr- %) oo oa dk Pidk _|.

Postup feSeni je nasledujici:

1) V ngjakych zobecnénych soufadnicich a hybnostech zkonstruujeme Ha-
miltonovu funkci (tj. energii vyjadienou za pomoci zobecnénych sourad-
nic a hybnosti).

2) 'V této Hamiltonové funkci nahradime vSechny vyskyty hybnosti py vyra-
zem 0S/0qj a sestavime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (1.177) pro vytvo-
fujici funkci S.

3) Resime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici. Re§enim je vytvorujici funkce
S(t, gk, o), ve které jsou ay integracni konstanty. Tyto konstanty maji vy-
znam novych zobecnénych soufadnic.

4) Vime, ze transformace (1.178) dana vytvotujici funkci S vede na nové
hybnosti, které jsou také konstantni, proto je oznac¢ime fi. Tyto transfor-
macni vztahy obsahuji nové zobecnéné souradnice oy (konstanty), nové
zobecnéné hybnosti Sy (konstanty) a cas. Proto z nich mizeme vyjadrit
puvodni soufadnice gy jako funkce Casu a nalezenych konstant. Tim jsme
se vratili k feSeni problému v ptivodnich soutadnicich.

Hamiltonova-Jacobiho rovnice ma uzky vztah ke Schrédingerové rovnici v kvan-
tové teorii. V kvantové teorii nahrazujeme hybnost operatorem podle predpisu
Pk — —1h0/0qy, zde provadime analogickou zaménu py — 0S/0qy.
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¢ Piiklad 1.30: Volny pad

Resit volny pad z vysky & za pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice je podobné §ilené,
jako lovit vrabce za pomoci délostieleckého kanonu. Nicméné jako cviceni, pfi kterém
se seznamite s s Hamiltonovou-Jacobiho rovnici, je tento postup uzite¢ny. Predpokla-
dejme, ze osa y mifi vzhiru. Lagrangeova funkce a Hamiltonova funkce budou mit tvar
(krok 1)

2

L:lmvz—mgy; H:p—+mgy. (1.179)
2 2m
Nyni sestavime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (krok 2):
2
a—S+L B_S +mgy=0. (1.180)
ot 2m\ dy

Jde o parcialni diferencialni rovnici, kterou budeme fesit separaci: S(¢, y) = S1(¢) +S2(»).
Vzhledem k tomu, Ze ¢as je jen v prvnim ¢lenu, musi byt S;(¢) linearni v ase, tj. napii-
klad §1 = —at. Po dosazeni do Hamiltonovy-Jacobiho rovnice dostaneme

2
o (%J +mgy=0 = Sz(y):j\/zm(a—mgy)dy =

2m\ dy

5232
(2ma-2m” gy) (1.181)

St y,a)=-at— 5
3m-g

Nalezli jsme tedy S, které je funkci Casu, staré zobecnéné proménné y a nové zobecnéné
proménné O = a, ktera je konstantni. To je vysledkem tfetiho kroku. Nyni provedeme
posledni krok — transformaci k nové hybnosti P = f, ktera je také konstantni:

_9¢.y.2) Boi+ | 2220
2

ﬁ =
oo mg- &

a 1
= y=———gt-p’.
mg 2
Z pocate¢nich podminek y(tg) = & a y'(tg) = 0 odvodime a/mg = h, f = ty, tedy

yzh—%ga—%f. (1.182)

ooooooooooooO°°oooooooooooo



74 Teoretickd mechanika

1.5 Nelinearni dynamické systémy

Hamiltonovy rovnice popisujici mechanické systémy vedou na soustavu diferencialnich
rovnic prvniho fadu pro proménné q,p. Oznaéme &= (q, p) mnoZinu hledanych
fazovych proménnych systému. Diferencialni rovnice vzniklé z Hamiltonovych rovnic
potom maji tvar:

51 =fi(t>§ls§2""’§N);

§2=fz(t,§1j§2,---,§zv)? (1.183)

Sv=fvt.EEr b)),
neboli

=058, k=1..,N. (1.184)

Pocet rovnic N nemusi byt nutné sudy (soufadnice a jim odpovidajici hybnosti), rovnice
pro zachovéavajici se proménné ze soustavy vyskrtneme a nefeSime je. Na pravych
strandch vétSinou neni explicitné obsazen Cas — takové soustavy rovnic se nazyvaji
autonomni. V dal$im textu se budeme zabyvat jen autonomnimi soustavami rovnic

&G =/i(8&), k=L..,N. (1.185)
Nejjednodussi je ptipad linedrnich rovnic tvaru
Si=anéy +-,andy s
: (1.186)
En=ay &+ anwéy -
neboli
E=AL. (1.187)
Regeni linearnich rovnic je jednoduché. Nalezneme vlastni &isla a vektory matice A:

An? = 4,00 . (1.188)

Upravou rovnice (1.188) dostaneme (A —11)n =0. Tato rovnice bude mit netrivialni
feSeni jen, je-li
det(A-411)=0, (1.189)

coz je rovnice pro vlastni ¢isla A. Z tvaru (1.188) potom dopoéteme vlastni vektory.
Resenim soustavy linearnich diferencialnich rovnic je kazdy vyraz

§=nexp(i),

protoZe
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((11—5 =Anexp(At)= Anexp(1lt)=Ag.
Obecné feseni je linearni kombinaci feseni pro jednotliva vlastni ¢isla:

g0 =cm® M e 1o, (1.190)

Jde-li o problém kmitt, A jsou komplexni (A =0 +1 wf ). Jednotlivé Cleny v souctu
(1.190) jsou tzv. vlastni mody kmiti. Pocet vlastnich frekvenci je mensi nebo roven
fadu matice A.

Poznamka: Vysledek (1.190) plati jen, jsou-li vlastni Cisla matice A, uréena
z rovnice (1.189), navzajem rizna. Je-1i nékteré vlastni ¢islo k-nasobnym kofenem
rovnice (1.189), potom odpovidajici koeficient linearni kombinace (1.190) bude
polynom stupné £ — 1.

¢ Priklad 1.31: Harmonicky oscilator

Hamiltonovy rovnice pro harmonicky oscilator maji tvar

x==;
m

p=—ma)2x.

Odhlédneme-li od nepodstatnych konstant, je tieba fesit soustavu rovnic typu

$1=¢, . d g _{ 0 lj ¢
522—51 de (&, (-1 0 & ’

ve které & =x, & =p. Z rovnice pro vlastni Cisla (1.189) snadno uréime vlastni ¢isla
A1, =%i azrovnice pro vlastni vektory (1.188) odpovidajici vlastni vektory

1
M _ .. .
n ¢ [—s—i]’

1
o-e( )
—i
Obecné feseni soustavy tedy je

[51} 1 1Y i
& ”1@ ””[—ije ’

coz pro pocatecni podminky x(0) = &1(0) = 4; p(0) = £(0) = 0 d& znamé teSeni
x=& = Acost;

p=§2 =—4sint.
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1.5.1 Matice stability a fazovy portrét systému

Je-li soustava diferencialnich rovnic nelinearni, mize byt feSeni mnohem komplikova-
néjsi nez vysledek (1.190).
Stacionarni body reSeni

Jde o takové body fazového prostoru, ze kterych se systém samovolné nevyviji. Jsou
definovany vztahem d¢j /df = 0. Nalezneme je tak, Ze pravé strany soustavy diferencial-

nich rovnic (1.183) polozime rovny nule:

> S & =0; rovnice pro stacionarni body. (1.191)

Poznamka: ,,Vlozime-1i* systém piesné do stacionarniho bodu, (tj. pfipravime ho
s takovymi pocatecnimi podminkami), ziistane v tomto bodé fazového prostoru
jednou provzdy.

Stabilita reseni

Budeme zkoumat, zda stacionarni body jsou stabilni vzhledem k malym porucham
(perturbacim). Muzeme si piedstavit, Ze systém vlozeny do stacionarniho bodu nepatrné
vychylime a zkoumame, zda se samovoln¢ do stacionarniho bodu vrati (stabilni bod)
nebo zda se od n¢ho bude vzdalovat (nestabilni bod). Hledejme tedy feseni soustavy
rovnic (1.183) ve tvaru

Ee=ED 488, k=L..,N,

kde &) je stacionarni bod spliujici f;(§(3) =0 ; 8§ je mala porucha 1. fadu. Tento tvar
dosadime do vychozi soustavy rovnic:

e voa)-ne® e

a provedeme Taylortiv rozvoj pravé strany do prvniho fadu

di9), d _ Sy, S|
dt( p )+dt(5§k) VAS )+3§/§(S) 5.

Vzhledem ke stacionarité &S) se prvni ¢leny na obou stranach vyrusi a mizeme psat

> e e A (1.192)

kde jsme oznadili
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I |

> akl
d&; £

(1.193)

je tzv. matice stability. Jde o parcidlni derivace pravych stran rovnic (1.183) podle
jednotlivych proménnych ve zkoumaném stacionarnim bodé¢. Soustava rovnic (1.192)
pro malé poruchy o§ je linearizovand a jeji feSeni umime najit pomoci vlastnich Cisel
a vlastnich smér matice A. Je-1i Re(2) < 0, bude dany mod exp(/¢ ) utlumen a feseni je
stabilni v pfislusném vlastnim sméru. Je-li Re(4) > 0, je mod v daném sméru nestabilni.
Je-1i A = %1 b, mala porucha systém v okoli staciondrniho bodu rozkmita.

Poznamka 1: Pro soustavu dvou diferencialnich rovnic bude matice stability
rozméru 2X2 mit dvé vlastni Cisla A =aj+i1by a lp=ap+1by a jsou mozné
nasledujici situace:

a12<0;b12:0 a12>0;b12:O a1a<0 b =0

NN N
AN TN N

stabilni uzel nestabilni uzel nestabilni sedlo

a2:O;b1:—b2¢0 a12>0;b1:—b2¢0 a12<0;b1:—b2*0

> 5 >

stabilni stred nestabilni ohnisko stabilni ohnisko

Poznamka 2: Ze znalosti stacionarnich bodu a vlastnich ¢isel a smérG matice sta-
bility jsme zpravidla jiz schopni odhadnout fazovy portrét soustavy. Ukéazky jsou
v nasledujicich ptikladech.
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¢ Priklad 1.32: Nelinearni oscilator
Uvazujme soustavu rovnic
$1=¢2
= 2
Er=-&+ed;.

Oproti standardnimu harmonickému oscilatoru je zde navic nelinearni ¢len s koeficien-
tem &. Nejprve ur¢ime z nulovosti pravych stran stacionarni body A4, B:

250 a=[00)
~Ereél=0 B=[1/¢,0]

a zakreslime je do fazového prostoru. Potom nalezneme matici stability (1.193) v obec-

ném tvaru:
N N
Ao &) 9 B 0 1
ai aﬁ —1+2€§1 0
IS

Tuto matici uréime v stacionarnich bodech 4 a B. Vypocteme vlastni ¢isla a vlastni
vektory z rovnic (1.189) a: (1.188)

0 +1
A: A=
-1 0

0 +1
B: A=[ ]
+1 0

Do fazového prostoru zakreslime nalezené typy stability i odpovidajici vlastni sméry:

j = Aj,=4i =  porucha et
+1

A =+1, nlzc( J, porucha e*’
+

+1
Ay =—1, nzzc( J, porucha e’ .

p = é:2 p = 62
A=-1 A=+1
stabilni nestabilni
smér smér
S
L 2 L 4 @
A B x=¢ \j B x=¢

Obr. 1.26: Postupna tvorba fazového portrétu nelinearniho oscilatoru
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Ze stacionarnich bodu, typt stability v nich a vlastnich sméra Ize zpravidla odhadnout
cely fazovy portrét soustavy:

x:fl

Obr. 1.27: Fazovy portrét nelinearniho oscilatoru

¢ Priklad 1.33: Castice v periodickém potencialu

Typickym piikladem pohybu v periodickém potencialu mize byt napiiklad pohyb nabi-
té Castice v krystalové miizi. Pfredpokladejme, Ze se Castice nachazi v poli potencialni
energie dané vztahem

2
Vix)==V, cosﬂ.
a

Minus ve vztahu zajisti, Ze potencial ma v pocatku minimum, toto minus neni pro feseni
prikladu podstatné. Perioda potencialu je a a vyska V. Je ziejmé, Ze Castice s celkovou
energii £ < ¥y mize byt zachycena v minimech potencidlni energie (oscilovat) a ¢astice
s energii £ > V se mlize voln€ pohybovat. Pfislusné Hamiltonovy rovnice budou:

. H
2 X:{X,H}:g—zﬁ;
m
H:p——Vocoszﬂ = P
2m a . oH  27Vy . 27mx
p=ipHy =0 = 0 G 2T
dx a a

Stejné jako v prvnim piikladu odhlédneme od nepodstatnych konstant (jsou dany vol-
bou jednotek a soutfadnic) a budeme fesit soustavu rovnic typu

é&l 252 >
52 =—Sin§1 .

V okoli pocatku by po nahrazeni funkce ,,sinus® argumentem tato rovnice vedla na
harmonicky oscilator (v po¢atku je minimum potencialni energie). Obecné je tato rovni-
ce diky funkci ,,sinus* nelinearni. Budeme postupovat tak jako v minulém ptikladu.
Stanovime stacionarni body, najdeme v nich matici stability, uréime vlastni ¢isla a vlast-
ni vektory a zrekonstruujeme fazovy portrét soustavy:
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staciondrni body:

$,=0
, = A =[km,0];  k=0,+1+2,--
sing; =0
matice stability:
K/
Ig1 95 0 1
A= = .
Uy I | (Teoser 0
d&1 9¢,
Pro & sudé¢:
0 1 , +it
A= Lo =  Ap=1i =  porucha e .
Pro k liché:

+1
Ay=+1, n1=c( J, porucha ettt
+

+1
Ay =-1, nzzc( J, porucha e’ .

A 52 rychlost
(hybnost)

Obr. 1.28: Fazovy portrét Castice v periodickém potencidlu
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Castice s malou energii osciluji v minimech potencialni energie (jsou zachyceny). Casti-
ce s vy$§imi energiemi se pohybuji bud’ v kladném sméru osy x (horni dvé trajektorie)
nebo v zdporném sméru osy x (dolni dvé trajektorie). Cim vyssi je rychlost ¢astice, tim
méné je jeji pohyb ovlivnén periodickym potencidlem. Kiivka oddé€lujici trajektorie
ruzného typu (v pfedchozich piikladech je znacena ¢erchovang) se nazyva separatrisa.

1.5.2 Metoda potencialu

Problém stability Ize fesit 1 jinak nez vypoctem z matice stability. V nékterych piipa-
dech mtizeme nalézt tzv. potencial soustavy. Jde o funkci ¢ (&1, ... &y) v jejichz maxi-
mech je soustava nestabilni (analogie kuli¢ky na vrcholu kopce) a v minimech je sousta-
va stabilni (analogie kuli¢ky v dulku). Zname-li potencial ¢ (&1, ... &), miizeme si tuto
funkci predstavit jako vySku terénu ¢ nad prostorem (¢, ... &y). Kopce, udoli, sedla
a ostatni tvary tohoto terénu odpovidaji stejnym typum stability, jaké by méla kulicka
vloZena na dané misto terénu v gravitacnim poli.
V jednodimenziondlnim pfipadé mame jedinou diferencialni rovnici

&=1(4). (1.194)

Postupem z minulé kapitoly bychom nejprve urcili stacionarni body z rovnice f(&) =0,
poté jednoprvkovou matici stability a = df/d¢ a jeji hodnotu v nalezenych stacionarnich
bodech. Pro a > 0 je systém nestabilni a pro a <0 je systém stabilni (porucha je dana
exponencialni funkci ea?).

Definice potencialu

Potencidlem rovnice (1.194) nazyvame veli¢inu

> K& =—[ 1(&)d¢. (1.195)
Ptimo z definice snadno ukazeme, ze plati

¢ ma extrém = d¢/dé=0 = fiH=0 = stacionarni bod,
¢ ma maximum = d2¢/d2<0 = a=df/dé >0 =  nestabilita,

¢ ma minimum = d2¢/d2>0 = a=df/dE <0 =  stabilita.

Ve vicedimenzionalnim ptipadé se pro soustavu (1.183) postupuje obdobné. Definu-
jeme diferencialni formu

dg=-f1(§)dS) - /,(§)dS, — -+ — fy(@)dSy (1.196)

a hledame potencial ¢ tak, aby f; = —0¢/0. Vyraz (1.196) je potom Uplnym diferencia-
lem funkce ¢. Neni-li diferencialni forma (1.196) integrabilni, 1ze hledat integracni fak-
tor 1(§) tak, aby byla integrabilni forma

dp=-fiudl - frudéy— - = fyudéy .
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Pro N <3 existuje integracni faktor vzdy. Z tvaru nalezené funkce ¢ jiz snadno rozhod-
neme o stabilité systému. Nasledujici piiklad je pro srovnani vyieSen pomoci matice
stability i metodou potencialu.

¢ Piiklad 1.34: Potencial ,,dna kofiakové lahve*
Zabyvejme se nyni vlastnostmi nasledujici diferencialni rovnice s proménnym paramet-
rem ¢. Cilem je najit stacionarni body a celkové vlastnosti feseni:
d
d—§=€§—§§3; 5>0;  CZeR. (1.197)
t
Rozbor za pomoci matice stability provedeme zvlast’ pro zaporné a zv1ast pro kladné &:
e<0: stacionarni bod 4: &=0;
matice stability: a=€-3 6532 =£<0 =
bod 4 je stabilni.

e>0: stacionarni body 4, B, C:  &s=0; £g=%e/d
matice stability:
g probod 4 = A je nestabilni
a=8—35é‘sz= P ! . 1 1 ,
—2¢ probody B,C = B,C jsou stabilni
e<0 A e>0 C A B
® ® ® >—0—<€
0 § —Veld 0 Veld §

Obr. 1.29: Stabilita stacionarnich bodu

Re$me nyni stejnou tlohu metodou potenciélu:

2 4
0O = ~[1§)as = ~e =+t

Potencial
konakové
lahve 6 =1

-2

Obr. 1.30: Potencial dna koriakové lahve
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Na obrazku je znazornén prubch potencidlu pro 6 =1 a rizné hodnoty parametru e.
Vidime, Ze pro ¢ <0 ma ¢ jediné minimum v pocatku, ve kterém je stabilni bod 4. Pro
e>0 se tento bod stavd maximem a je nestabilni. Objevuji se vSak dv€ minima
v bodech & =1 (¢/6)1/2, ve kterych je systém stabilni. Vzhledem k charakteristickému
tvaru funkce ¢ pro ¢ > 0 se tato funkce nazyva ,,potencial dna koiakové lahve*.

1.5.3 Bifurkace

Bifurkaci nazyvédme nahlou zménu fazového portrétu soustavy pii spojité zméné
nékteré¢ho fidictho parametru vychozich rovnic. V piikladu 1.34 z minulé kapitoly
vypada fazovy portrét jinak pro ¢ <0 a jinak pro ¢ > 0. Pii pomalé zméné & se pomalu
meéni fazovy portrét soustavy. Vyjimkou je bod & = 0. Fazové portréty pro e<0ae>0
nejsou topologicky ekvivalentni (nelze je na sebe prevést spojitym zobrazenim).

&

™

stabilni stacionarni
body pro potencial
,konakové lahve”

Obr. 1.31: Bifurkace — vétveni reseni

Typickym jevem pfi bifurkaci je vétveni feseni. V piikladu 1.34 je pro ¢ <0 jediny sta-
bilni bod & = 0, pro ¢ > 0 existuji dva stabilni body &g == (¢/0)1/2 , bod &5 = 0 se stava
nestabilni. Podle typu vétveni feSeni muzeme bifurkace délit na superkritické, subkri-
tické a transkritické:

ec 60 60
superkriticka bifurkace subkriticka bifurkace transkriticka bifurkace

Obr. 1.32. Rlzné typy bifurkaci

Fazové pirechody druhého druhu - typicka bifurkace

Potencial koniakové lahve se vyuziva v teorii fAzovych pfechodii druhého druhu. Fazové
prechody prvniho druhu jsou zmény latky, pfi kterych se skokem méni vnitini energie,
objem, entropie atd. (tani, tuhnuti, var). Fazové piechody druhého druhu jsou zmény
latky, pfi kterych se skokem méni az prvni derivace vyse uvedenych velicin: mérné
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teplo, teplotni roztaznost, modul pruznosti, susceptibilita atd. Prvni ucelenou teorii fa-
zovych pfechodi druhého druhu navrhnul Lev Davidovi¢ Landau.

Typickym fazovym pfechodem druhého druhu je zména chovani feromagnetika pfi
Curieové teploté Tc. Uvazujme pro nazornost jen jednu nekone¢nou tadu spind o1, o2,
03,. .., které mohou byt orientovany jen nahoru nebo dolt (tomu budou odpovidat hod-

noty o, =% 1) s jednoduchou interakéni energii danou vztahem

H=-J3 655, -
<O-a O-b>

Sumace probiha pres nejbliz§i sousedy. Jsou-li tedy dva sousedni spiny orientovany

souhlasné, prisp&ji k celkové energii hodnotou —J, jsou-li orientovany nesouhlasné,

nepfispéji viibec. Pii nizkych teplotach (7' < T¢) maji spiny snahu zaujmout stav s co

mozna nejnizsi energii, tj. orientuji se prevazné stejnym smérem. Jsou tedy mozné dve

typické konfigurace:

TTTTLITTTTLTTTI T T T Tnebo b L LU LI TLLLLLLL

Zvysujeme-li teplotu, dojde pii 7= T¢ k fdzovému piechodu. Pii teplotach 7> T¢ jsou
spiny nahodné TLTLTLTITTTLILTTLILT a feromagnetické vlastnosti se

ztraci. Zavedeme-li parametr usporadani (magnetizaci) jako prumérnou hodnotu spinu
1
=— z 0y
N a

potom v nizkoteplotni fazi s klesajici teplotou M — * 1 a ve vysokoteplotni fazi s ros-
touci teplotou M — 0. Potencial ,konakové lahve a s nim souvisici rovnice (1.197)
velmi dobfe popisuje praveé takovy fazovy prechod. Veli¢ina ¢ odpovida parametru
usporadani tj. £ = M a fidicimu parametru odpovida veli¢ina ¢ = T¢c — T:

E=M
I &g — 1 usporadana
&g = 0 vysokoteplotni faze ,spiny nahoru”
}Cia;t'c"a)fé‘; nizké teploty
c (e T<Tc (e>0)

-1 &g — — 1 usporadand

faze ,spiny dolG”

Curieova teplota
(fazovy prechod)
T= TC (8 = O)

Obr. 1.33: Fazovy prechod ve feromagnetiku

Poznamka: Podobné typy potencialti jako potencial ,,koniakové lahve* se uplatiiuji
nejen pri popisu fazovych prechodii, ale napfiklad v inflaénim modelu ranych
vyvojovych fazi vesmiru a pii popisu spontanniho naruseni symetrie v prirodé.
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¢ Priklad 1.35: Hopfova bifurkace

Uvazujme nyni soustavu diferencialnich rovnic, ktera popisuje pohyb systému v polar-
nich soufadnicich
. 2N .
F=r(e+dorv); (1.198)
O=w; 0>0, r>0, peR.
Jde o soustavu rovnic pro pohyb systému v polarnich soufadnicich. Reseni pro thel je
okamzité: ¢(f) = po + wt. V uhlu ¢ jde tedy o rotacni pohyb proti sméru chodu hodino-
vych ruci¢ek s thlovou frekvenci w. Zbyva jedind rovnice pro nezapornou radialni
vzdalenost 7(f). Snadno nalezneme feSeni stacionarnich bodt a stability:

£<0: stacionarni body 4, B: rg=0; rg= 1/|8 |/§

matice stability:

) € probod 4 = A je stabilni

a=€e+30rg = . o

—2¢ probod B = B jenestabilni

e>0: stacionarni bod A4: rg=0
matice stability:
a=€+ 36”82 =£>0 = A je nestabilni.
Y e>0
A
X

Obr. 1.34: Hopfova bifurkace

Pro ¢ > 0 je pocatek souradnic nestabilni ohnisko. Pro &€ <0 je pocatek soufadnic stabilni
ohnisko a ,bod“ B zadany vztahem rg= v lel/6 je nestabilni. Ve skuteCnosti tvoii B
v kartézské souradnicové soustaveé celou mnozinu bodl — kruznici. Systémy s pocatecni
podminkou » > rg se budou spiralovité vzdalovat od stfedu a systémy s  <rg se budou
spiralovité priblizovat ke stfedu. VSechny trajektorie se od mnoziny B vzdaluji. Na
obrazku jsou ukazany dvé trajektorie s blizkymi pocate¢nimi podminkami, jejichz
vzdalenost s rostoucim ¢asem exponencialné narusta. Jde o tzv. Ljapunovu nestabilitu,
kterou se budeme zabyvat v pfisti kapitole.
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1.5.4 Ljapunova stabilita, limitni cyklus, atraktor

Zkoumejme, jak se budou vyvijet dvé trajektorie s blizkymi pocatecnimi podminkami
&0 a §ote v Case:

x—/ x\
X\ ></"'—”__—->

Obr. 1.35: Ljapunova nestabilita (nalevo)

Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky nestabilni, jestlize existuje trajektorie s blizkou
pocatecni podminkou, kterd se od zkoumané trajektorie bude s Casem exponencialné
vzdalovat. Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky stabilni, jestlize se viechny trajekto-
rie k ni v Case ¢y blizké budou exponencialné pfiblizovat. Méni-li se v case vzdalenost
obou trajektorii exponencialné, plati

18,8 +€) &1, )|~ e*

a snadno urc¢ime

.1
A=1lim -In||§ — §||.
t—oo t
e—0

Koeficient A se nazyva Ljapunovtv exponent. Je-li A > 0, hovofime o ljapunovsky nesta-
bilni trajektorii. Je-li A <0, jedna se o ljapunovsky stabilni trajektorii. Je-li 1=0, je
zavislost jind nez exponencialni, napiiklad mocninnd, a nelze hovofit o Ljapunové
stabilité ¢i nestabilité.

Ve vicedimenzionalnich tlohach s §= (&1, &, ..., Ey) zavisi Ljapunoviv exponent
na zptisobu provedeni limity € —0. Ziskame tak N Ljapunovych koeficienti 1. fadu (ve

sméru soufadnicovych os). Mlzeme ale sledovat i cely svazek blizkych trajektorii ze
dvou nebo tiidimenzionalni oblasti (viz obrazek 1.36).

Obr. 1.36: 2D a 3D Ljapunovy exponenty

Potom hovofime o vicerozmérnych Ljapunovych exponentech (2.fadu, 3.7fadu, ...).
Trajektorie je ljapunovsky stabilni, jsou-li v§echny Ljapunovy koeficienty 4 < 0. Pii-
kladem ljapunovsky nestabilni trajektorie je mnoZina rs =V (|¢|/d) pro & < 0 v poslednim
ptikladu na Hopfovu bifurkaci. Trajektorie s 7 > rg jsou ljapunovsky nestabilni. Trajek-
torie, pro n¢z je r <rg, jsou ljapunovsky stabilni. Jinym pfikladem Ljapunovy nesta-
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bility je kule¢nik s pfekdzkami podle obrazku 1.37. PovSimnéte si, ze dvé blizké trajek-
torie spolu v pozdéjsich Casech prestavaji rychle souviset.

© O

Obr. 1.37: Kule¢nik jako ukazka Ljapunovy nestability

4 Priklad 1.36: Van der Poliv oscilator

Systém je popsan diferencialnimi rovnicemi, které navrhnul holandsky fyzik Balthasar
van der Pol (1889—-1959) pro popis elektrického obvodu vakuové trubice:

§1=62,
Ey=—& +e(1-8EDE,;  5>0.

V tomto systému se trajektorie s libovolnou pocateéni podminkou blizi k jediné
periodické trajektorii, kterou nazyvame limitni cyklus. Za dosti dlouhou dobu se kazda
trajektorie priblizi libovoln¢ blizko k trajektorii limitniho cyklu. VSechny trajektorie
z blizkého okoli limitniho cyklu jsou ljapunovsky stabilni. Na obrazku 1.38 jsou fazové
trajektorie pro rizné poc¢ate¢ni podminky van der Polova oscildtorus 6 =1a¢=0.1:

(1.199)

52 Van der Pollv oscilator

0 \\\\!

——— Z

-4 0 4 &

Obr. 1.38: Van der Pollv oscilator. Limitnim cyklem je tlusta uzaviena kfivka D
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Nékteré pojmy z teorie mnozin

Vzdalenost dvou bodi p(A, B):

Definujme vzdalenost dvou bodi co nejjednoduseji, napriklad jako kartézskou vzdale-
nost danou Pythagorovou vétou

N
> P(A,B)= /Z(Ak—Bk)z.
k=1

Pro definici vzdélenosti lIze pouzit i jiny pfedpis splitujici zékladni pozadavky na pojem
vzdalenosti. Vzdalenost dvou bodi Casto piseme také ve tvaru ||A — B]|, kde [|-||je

N

2

> IIX||= ZXk )
k=1

Jde o normu (velikost) rozdilového vektoru A—B.

Vzdalenost bodu a mnoziny p(A,M ):

Vzdalenost bodu od mnoziny definujeme jako minimum vzdalenosti od vSech bodu
mnoziny, véetné jeji hranice (M) :

> p(A,M)= min p(A,X).
Xe M

Okoli bodu U; (A)
Za okoli bodu budeme povazovat kouli bez hranice se sttedem v A a polomérem &:

> Uz (A)={X; p(A,X)<e}.

Otevirena mnozina Mo

Oteviend mnozina je takova mnozina, ze kolem kazdého jejiho bodu lze zkonstruovat
okoli, které je celé v mnoziné Mo:

| 2 keVXEMOEIUg(X)CMO

Zjednodusen¢ lze fici, ze oteviené mnoziny neobsahuji svou hranici.

Uzaviena mnozina My

Uzaviend mnozina je takovd mnozina, ve které konvergentni posloupnost bodt konver-
guje vzdy k n€jakému prvku této mnoziny. Tedy nikdy se nestane, Ze bychom nalezli
posloupnost, ktera konverguje, ale jeji limita lezi mimo nasi mnozinu. Plati tedy:

> XOemy; xPosx = Xewmy;

Zjednodusené lze fici, ze uzaviené mnoziny obsahuji svou hranici.
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Poznamka 1: V naSem piipadé fazového prostoru jsou body A, B, X vzdy néjaké
N-tice (&1, ..., EN ).

Poznamka 2: Uzavieny interval a kruh s hranici jsou uzaviené mnoziny; otevieny
interval a kruh bez hranice jsou oteviené mnoziny; polouzavieny interval neni ani
oteviena ani uzaviena mnozina; prazdna mnozina a cely prostor RV jsou ve smyslu
predchozich definic oteviené i uzaviené mnoziny.

p(A.B) p(AM) Ue(A)

Obr. 1.39: K definici vzdalenosti a okoli

Pojmy vztahujici se k FeSeni soustavy diferencialnich rovnic

Invariantni mnozina 7

O mnozing¢ fekneme, Ze je invariantni, pokud se z libovolného bodu mnoziny 7, chapa-
ného jako pocatecni podminka soustavy diferencialnich rovnic (1.183), vyvine fazova
trajektorie, kterd bude cela lezet v mnozing 7. Jakmile se tedy systém dostane do mno-
ziny 97, potom v ni bude setrvavat i ve v§ech pozd¢jsich ¢asech:

> 7={X; X,=8&(tp)es = X=§&1eJ proVi>ty}.

Husté pokryta mnozina ©
O mnozin¢ fekneme, ze je husté pokryta, pokud libovolné malym okolim kazdého bodu
mnoziny ® prochazi n¢jaka fazova trajektorie.
Chaotickd mnozina X
1) kazda trajektorie v X je ljapunovsky nestabilni,
2) existuje trajektorie, kterd X husté pokryje,
3) Xje invariantni mnozina.
Atraktor 4
1) trajektorie z okoli_4 jsou k _4 , pfitahovany*, tj. s rostoucim ¢asem se k 7 blizi:

U 42> A, zepro V&(ty))e U, plati lim p(§(1),2) =0,
t—oo

2) existuje trajektorie, kterd 4 hust& pokryje,
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3) A je invariantni mnoZina,

4) A je uzaviena mnozina.

Podivny atraktor §

Podivny atraktor je chaoticky atraktor, tj. vSechny trajektorie podivného atraktoru jsou
ljapunovsky nestabilni.

Limitni cyklus C

Limitni cyklus je uzaviena fazova trajektorie, ktera je atraktorem.

Poznamka 1: Kazdy stacionarni bod je invariantni mnozinou. Také kazda uza-
viena trajektorie, napriklad harmonického oscilatoru, je invariantni mnozinou.

Poznamka 2: Kazda uzaviena trajektorie tvofi automaticky invariantni uzavienou
husté pokrytou mnozinu. Limitni cyklus navic ,,pfitahuje* trajektorie z okoli, tj. ma
prvni vlastnost atraktoru.

Poznamka 3: Ptikladem chaotické mnoziny je plocha kulecniku na obrazku 1.37.
Poznamka 4: Podivny atraktor miize vzniknout jen v problému s dimenzi N > 3.

Poznamka 5: Pokud pro soustavu dvou rovnic neméni vyraz 0f1/0& + 0f2/0&
v jednoduse souvislé oblasti znaménko, potom v této oblasti neexistuje uzaviena
trajektorie. Uvedené kritérium se nazyva Bendixsonovo kriterium. (podle Svédské-
ho matematika Ivara Otto Bendixsona).

¢ Piiklad 1.37: Bruselitor (2D)

Budeme zkoumat chemickou reakei typu

4 A
B+X —2, y+pD
2x+y B, 3y
x B, g
Rychlosti jednotlivych reakei jsou oznaceny ki, ..., k4. Koncentrace vychozich latek

a produktii oznaéime ny, np, np, ng . Proménnymi budou koncentrace latek X a Y:
&1 = ny, & = ny. Z tvaru reakcei sestavime vychozi soustavu diferencidlnich rovnic

d
:gZMM—@@§+hﬁé—hﬁ,

d 2
é=@%§—h§é-
dt
Na pravych stranach jsou jen zapsany zptisoby vzniku a zéniku latek X a Y. Opustime-li

nepodstatné konstanty, jde o rovnice typu
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d

%=a—(ﬁ+1)51 +512 &,

o (1.200)
el L

Tyto rovnice poskytuji feSeni ve tvaru limitniho cyklu. Pro hodnoty a=2 a f=5,9
a rizné pocateni podminky jsou fazové trajektorie na nasledujicim obrazku. Po dosti
dlouhém case se koncentrace &1 a & periodicky méni (osciluji) kolem jistych stiednich
hodnot. Tento teoreticky model chemické reakce navrhnul rusko-belgicky chemik Ilja
Prigogine (1917-2003) na Svobodné univerzité v Bruselu.

@2 = ny 2D bruselator

o

2 4 6 8 & =ny

Obr. 1.40: Fazovy portrét 2D bruselatoru, limitni cyklus je znazornén silnou ¢arou

¢ Priklad 1.38: Bruselator (4D)

Budeme ptedpokladat, ze predchozi reakce probihd soucasné ve dvou reaktorech
s moznosti vymeény latky X rychlosti J; a latky Y rychlosti d>. Koncentrace latek X a ¥
v reaktorech 1 a 2 oznacime takto: & = nyy, & = nyy, &3 =nx2, &4 = ny. Vychozi rov-
nice budou
Co g B+ 88 +5E -4
T 1teis2+o(s3—¢1),
doy
dt
s o (pr0g + 8E 456 -
T_a_( )63 +6364+01(51—53)
des _
dt

=BE-EE +6,(E-8).
(1.201)

BE-EE+6,(5-E).
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J

>
REAKTOR 1 0y REAKTOR 2
>

Obr. 1.41: Sprazené bruselatory

Rovnice (1.201) jsou soustavou ctyf nelinedrnich diferencialnich rovnic, jejichz feseni
vede pro nékteré parametry na podivny atraktor (dimenze systému je vétsi nez 3). Na
nasledujicim obrazku je ¢ast fazové trajektorie, kterd by husté pokryla oblast podivného
atraktoruproa=2; #=59;01=1,21a d,=12,1.

=n 1
4D Bruselator éz n

Obr. 1.42: Fazovy portrét 4D bruselatoru D

¢ Priklad 1.39: Lorenziiv atraktor

Jde o nejznamé;jsi ptiklad podivného atraktoru. Vychozi sada rovnic

d
%20{(52—51),
dé,
> ?:_§1§3+ﬂ§1_§2’ (1.202)
d&;

F=51 $r—78
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popisuje proudéni kapaliny mezi dvéma planparalelnimi deskami s riznymi teplotami
(viz [14], [15]). Veliciny &1, &, &3 maji postupné vyznam: prvni Fourierova komponenta
rychlosti, prvni a druha Fourierova komponenta teploty. Na nasledujicim obrazku je
opét zakreslena cast fazové trajektorie, ktera by husté pokryla oblast atraktoru. Rovnice
byly numericky feseny pro hodnoty a =3; f=26,5;y=1.

Lorenzlv atraktor

)
0

&

Obr. 1.43: Lorenz(v atraktor

1.5.5 Evolucni rovnice

¢ Priklad 1.40: Elektrono-dérové plazma v silném elektrickém poli

V silném elektrickém poli zptisobuji urychlené elektrony a diry ionizaci narazem. Pii
setkani elektronu s dirou dojde k rekombinaci, tj. zaniku nosi¢t. Oznaéime-li &1 = ne
koncentraci elektront a & = ng koncentraci dér, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu nosicu tvar:

dg,

?20{151 -B&&,,

by (1.203)
d—t2=052§2 -B&5&,.

Prvni ¢leny na pravé strané popisuji ionizaéni procesy (pfiristek nosic¢a), druhé ¢leny
rekombinac¢ni procesy (ibytek nosi¢l). Stejny tvar rovnic maji i nasledujici alohy. D
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¢ Piiklad 1.41: Systém dravec a koFist

Ptedpokladame, ze dravec se zivi kofisti (napiiklad vlk a zajici), kofist ma potravy
dostatek (ji naptiklad travu). Oznacime-li &1 = nq pocet dravct v uréité oblasti a & = ny
mnozstvi potencialni kofisti, budou mit zdkladni rovnice pro casovy vyvoj poctu zviiat
tvar podobny jako v pfedchozim ptikladu:

d¢g,

F=—05151+ﬂ1§1§2’

1.204
a2, (1.204)

=t0y6 5,818,

Prvni ¢len v prvni rovnici popisuje tthyn dravel v nepfitomnosti kofisti (& = 0). Prvni
¢len v druhé rovnici popisuje mnoZzeni se kofisti v nepfitomnosti dravct (¢1 = 0). Druhé
Cleny predstavuji pozirani kofisti dravci, tzv. ,,parovou interakci®, diky které pocet
dravct roste a mnozstvi kofisti se snizuje.

>
¢ Priklad 1.42: Dvé socialni skupiny
Popisme nyni dvé skupiny lidi s odliSnym nézorem na urcity problém (piivrzenci dvou
ruznych postupi, teorii, nazord, politickych stran). Oznacime-li ¢ =ny pocet piivr-
zencl nazoru A a & = np pocet piivrzencli nazoru B, budou mit zdkladni rovnice pro
¢asovy vyvoj poctu ptivrzenct tvar:

d¢,

& =a1 6 +B161¢,

by (1.205)
d—tz=“2§2—/32§1§2-

Koeficienty § mohou byt kladné i zaporné, parovou interakci zde tvori setkani prislus-
nikl riznych skupin, diskuze atd.

>
¢ Priklad 1.43: Chemické reakce
Uvazme chemickou reakci typu
A+ B L C,
A+Cc 2 Bip.
Rovnice pro ¢asovy vyvoj jednotlivych koncentraci maji tvar:
dnA dl’lc
= —klnAnB - kzl’lAI’lC . —_— = +k1}’lAI’lB — kznAI’lC .
dt d (1.206)
—— = —knpgng + konanc, = +hkynpnc .
ar 171478 2alC a 2ialC

Latka B je katalyzatorem reakce. Je-1i 4 zastoupena v dostate¢ném mnozstvi jako suro-
vina, lze brat ny = const. a fesit jen tii rovnice.
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Vsechny rovnice z ptedchozich piikladl maji spolecny tvar

d .
> %:akjé:j +ﬁ]{l§j‘§l (1.207)

a nazyvaji se evolucni rovnice. Poznamenejme, Ze pies dvojné indexy se s¢ita. Charak-
teristicka je linearni kombinace rtiznych parovych interakei. Typickymi feSenimi jsou
oscilace, limitni cykly, ve vice nez tfech dimenzich vznikaji chaotické mnoziny a po-
divné atraktory. Rozeberme nyni feseni soustavy dvou rovnic tvaru

dé,
?20‘151 +B161¢s,
> (1.208)
d&,
T=0’2§z +B,8,&,.

Standardnim postupem zjistime stacionarni body:

M =(0,0);

|22 %
By B
Nezapominejme na vyznam jednotlivych proménnych & Vesmés jde o pocty jedincii

néjakého typu. Smysl tedy maji jen nezadporné hodnoty. Z matice stability urcime, Ze
prvni stacionarni bod

EW =(0,0) jepro ar,op >0 nestabilni,
ap,o0n<0 stabilni,
arron <0 sedlovy bod.

Druhy stacionarni bod

E® =(-ay /B~y B) jepro

ap,on>0 nestabilni v jednom sméru,
a1,02<0 nestabilni v jednom sméru,
arron<0 stfed oscilaci (riizna znaménka a1 , ap).

V poslednim piipad¢ jde o oscilace kolem staciondrniho bodu s frekvenci

> w=[la-a,) (1.209)

Tyto oscilace znamenaji oscilujici rovnovahu mezi jedinci obou typd, jejich pocet je
udrzovan v mezich danych oscilacemi. Pravé takovy systém je systém dravec a kofist
(priklad 1.41). V systému elektrond a dér v silném elektrickém poli (pfiklad 1.40) neni
mozné dosdhnout oscilujici rovnovéhy. Pocty jedinct dvou socialnich skupin (ptiklad
1.42) mohou a nemusi oscilovat, stejné tak jako koncentrace latek v chemickych
reakcich (ptiklad 1.43).
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Volterrovy-Lotkovy rovnice

Doplnime-li na pravych stranach evolu¢nich rovnic regula¢ni ¢leny f%, dostaneme tzv.
Volterrovy-Lotkovy rovnice:

d :

> %:akjfj + BlEE + i (1.210)
Regulacni ¢leny mohou popisovat v systému dravec < kofist napiiklad dodavani po-
travy zvné€jsku nebo vnéjsi regulaci poctu zvifat. Hodnoty f; mohou byt konstantni
i rizné funkce ¢asu (periodicky lov). Skéla typt feseni Volterrovych-Lotkovych sys-
témd je velmi bohatd uz pro dvojdimenzionalni ptipad. V riznych oblastech fazového
prostoru nachazime rtizné typy feseni — oscilace, stabilni a nestabilni ohniska, stabilni
oblasti, nestabilni oblasti, sedla. Pfi periodickych regulacnich ¢lenech pozorujeme rezo-
nance, buzeni systému. Naptiklad rovnice typu dravec <> kofist s regula¢nim ¢lenem

d¢g,

?2—51 +&1 &, +1/4,

a (1.211)
d—t2=+fz -&1é,.

mé v bode &©) =(1 ,3/4) feSeni ve tvaru stabilniho ohniska.

Logisticka rovnice

Nejjednodussim piipadem evoluénich rovnic je diferencialni rovnice, ve které je ¢asova
zména umérnad samotnému poctu jedincu:

dn

—=an. 1.212
4 (1.212)

Podle znaménka « je feSenim rostouci nebo klesajici exponenciala
n(t) = n(0)e® . (1.213)

Toto feSeni je vzdy jen ur€itym pfiblizenim reality. Nikdy nemize nic rlist exponenci-
alné po dosti dlouhou dobu. Exponencialni feSeni popisuje pocatecni nardst nestabilit
nebo rizna prechodna feSeni. Po urcité dobé pievladnou parové procesy, které vedou
k saturaci feSeni. Tuto situaci popisuje tzv. logisticka rovnice

> %=an—ﬁn2. (1.214)

Ustalené (saturované) feseni snadno nalezneme tak, ze dosadime za dn/df nulu:
ng = lim n(t) =< . (1.215)
t—oo yij

K vyfteseni rovnice (1.214) pouzijeme substituci
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o
H==E"@). 1.216
n(t) ﬁf() ( )

Konstanta pfed feSenim reprezentuje saturovanou hodnotu. Mocninu » budeme hledat
tak, aby se diferencialni rovnice co nejvice zjednodusila. Po provedeni substituce dosta-
neme rovnici

r§=a§—a§’“. (1.217)
dr

Je zjevné, ze volba r=—1 prevede tuto rovnici na linearni rovnici s konstantni pravou
stranou, jejiz feSeni jiz snadno najdeme. Analytické feSeni plivodni logistické rovnice je

ot
> n(t) = ng—2C - s . (1.218)
eat+ns/}’lo—l l+(lls/l’l0—l)e_0ﬂ

Snadno ovétime, Ze limita feSeni pro ¢ — oo da saturovanou hodnotu (1.215) a limita bez
parové interakce, tj. pro f — 0 (ns — o) da exponencialni funkci (1.213). Logistickou
rovnici popisujici omezeny exponencidlni rist poprvé navrhnul belgicky matematik
Pierre Francois Verhulst (1804—1849) v roce 1838.

n(t)

ng

Obr. 1.44: Reseni logistické rovnice

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.6 Lagrangeovy rovnice pro polni
problémy

1.6.1 Lagrangeovy rovnice, skalarni pole

Pro studium této kapitoly je nutné umét zachazet s kovariantnimi a kontravariantnimi
indexy. Pokud tuto techniku neovladate, piectéte si nejprve kapitolu 3.3.6 Tenzory
a metrika. V klasické mechanice jsme hledali zavislost zobecnénych soufadnic gx(f) na
¢ase. U polnich problémi budeme hledat ¢asoprostorovou zavislost poli ¢x(, x). Namis-
to Lagrangeovy funkce budeme pouzivat hustotu Lagrangeovy funkce, kterd zavisi na
¢ase, prostoru, polich a jejich derivacich:

V=9, %,9,2,@,...0N 00, /01,00, /0x,...0@Qy /0z),
coz budeme zkracen¢ zapisovat ve tvaru
V=9 ) -
Pro integral akce bude platit

S = j P P g o) xdt = j P P pp ) d x
Q Q

Stejné jako v mechanice téles budeme hledat nutné podminky extremalnosti integralu
akce a variace poli budou definovany ve stejném cCase (ale tentokrat i prostorové sou-
fadnici), coz nam zajisti zdménnost variaci a parcialnich derivaci. Na hranici oblasti 02
pozadujeme, aby variace byly nulové, tedy musi zde platit vztahy obdobné vztahim
(1.4), (1.5)a(1.6):
30k = Prvirt ) = Pt reat (1) 5
09, (02)=0; (1.219)
5aﬂ¢k :aﬂé'(pk )

PoZadujme tedy, aby variace integralu akce byla nulova:
5[ 4 0, pr ) d =0,
0

Diky zaménnosti variaci a derivaci mizeme pfejit s variaci do integralu a zapusobit s ni
na vSechny proménné (s vyjimkou x4, jde o variace ve stejné udalosti):

7/ o
J‘ 09 Sy + 09

§¢k d4x =0.
Q a¢k a¢k,05 “
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V poslednim ¢lenu zaménime variaci a derivaci: dgk,q = 00,9k = Oudpk a provedeme in-
tegraci per partes (pouzijeme Gaussovu vétu). Integral na hranici je vzhledem k (1.219)

nulovy, a proto mame:
o o
j o7 ~d, 07 Sppd*x=0.
ol 9% 9P

Vzhledem k tomu, Ze integrace musi dat nulu pro jakoukoli Casoprostorovou oblast £,
musi byt i integrand nulovy (pfesnéji fe€eno skoro vsude, tedy az na mnoziny dimenze
mensi nez 4):
¥ 4
a—-aaa— o, =0. (1.220)
s P

Pokud jsou pole ¢ nezavisla, budou koeficienty linearni kombinace (1.220) nulové
(cely vyraz ma tvar Xci oy = 0), tedy

o o
o7 2, oY -0
0¢; P
Vyraz upravime do standardniho tvaru Lagrangeovych rovnic
v4 o
> dy oF |_94 =0; k=1,...,N. (1.221)
o | O

Na rozdil od Lagrangeovych rovnic pro hmotné body a pevné télesa neni v prvnim
¢lenu jen Casova derivace, ale jsou zde derivace podle vSech Etytf proménnych. Lagran-
geovy rovnice rozepsané pro jedno jediné pole maji tvar:

ol oy o[ oy af oy o[ oy | av
S | | ————— | ——— |- T =0. (1.222)
| 9(0prar) | ax| a(0gsax) | oy| d(dgidy) | oz| d(aglz) | ag

Poznamka: Lagrangeova funkce neni jednoznacné€ urcena. Funkce ¥ =9+ 0,K*

vede na stejné polni rovnice pro libovolny ctyfvektor K#. Této libovile 1ze vyuzit
ke konstrukei co mozna ,,nejelegantnéjsiho* lagranzianu.

¢ Priklad 1.44: VInova rovnice

Naleznéme Lagrangeovy rovnice pro Lagrangeovu funkci skalarniho pole ¢, ktera obsa-
huje jen derivace tohoto pole podle predpisu:

= (Sﬂ(p )(aﬂgo) . (1.223)

Reseni: Lagrangeova funkce je skalarem (to zajistuje jeden horni a jeden dolni index,
pii zméné baze/souradnicové soustavy se vyraz nezméni). Pokud Lagrangeovu funkci

rozepiSeme, mame:
2 2 2 2
W:_L(aﬁj +(a_¢’J L[99 +(3_‘r”j . (1.224)
2\ ot ox dy 0z

Po provedeni vSech derivaci da Lagrangeova rovnice (1.222)



100 Teoretickd mechanika

Nejjednodussi varianta Lagrangeovy funkce skalarniho pole tedy vede na vlnovou
rovnici. V Lagrangeové funkci (1.223) se vétsinou pise koeficient %%:

1
Y = H =
| 2 7 2(aﬂ¢;)(a go) = Op=0. (1.225)
Dutivody jsou dva: Lagrangeovy rovnice daji vlnovou rovnici (bez nutnosti kraceni

koeficientem 2) a cely vyraz (1.225) je analogii kinetické energie (polovina z kvadratu
derivaci).

Jiné FeSeni: Resme stejny piiklad pro Lagrangeovu funkei (1.223) bez rozpisu do kom-
ponent. Leva strana Lagrangeovych rovnic je:

S |7 | o | a7 =a{ 7 |_
@ 00, | 09 @ 09, @ 9(9,9)
d 1
=0 —|0 oH =
“a(aa(p)[z( ﬂ(p)( (p)}

=%8a J [gm(aw)(av(p)]:

:%g“vaa[”u (v )+ (249 ) 5% |=

=%aa [6%4(00)+(00 )6%, =

1
=20 (070 )+(0%9) |-
=0,0% =0¢.
Vysledek je opét vinovou rovnici
Op=0.
Nejkratsi feSeni:

oY o 1 d 1
d ~ 0= 2 (050 ) = 20420 = 0,0% =0
aL(AJ dp 2 aa%(qﬂ(p )=32%20 =000 =00
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Kleinovo-Gordonovo pole
@ — 1 1 2 _ _
> /—5(8#¢)(8”(p)+51(2(p =  (@P)p=0. (1.226)

Lagrangeova funkce tohoto pole je kvadraticka v derivacich i v samotném poli. Druhy
¢len by odpovidal hustoté potencidlni energie v klasické mechanice (L=T-V). Vy-
slednd Lagrangeova rovnice je linedrni a je vhodnou rovnici napiiklad pro plazmové
vIny nebo pro kvantovy popis ¢astic se spinem nula.

Dno konakové lahve
1 1 B
@ _ - u 2 2_ P _4 _ 3_
> /—2(8#¢)(8 (p)+21(2(p 4¢J = Op—Klp+pp° =0. (1.227)
Pokud budeme druhy ¢len interpretovat jako hustotu potencialni energie, dostaneme
hodnotu

o L 2o By
> V =—— 2o+ p* .
> (Y 4¢’

S obdobnou funkci realné proménné jsme se jiz setkali v kapitole 1.5.2.

<< —~ Re ¢
Img

Obr. 1.45: Potencial dna konakové lahve

Potencial ma valcovou symetrii a nekonecné mnoho minim lokalizovanych na kruznici
o poloméru R. Pii vybéru nékterého z minim se narusi valcova symetrie. Odpovidajici
Lagrangeova rovnice je nelinearni. Nelinearni ¢len miZze eliminovat rozplyvani vino-
vého baliku (disperzi) zptisobenou linearnim ¢lenem. Rovnice ma proto nékterd feseni
ve tvaru solitonu — vinového baliku s neproménnym tvarem.

sin-Gordonova rovnice
> ,9”:%(8#(/))(8"(0)—1«2 cosp = Op—K sing=0. (1.228)

Tato znama nelinearni rovnice poskytuje opét solitonova feseni. Pokud provedeme
rozvoj trigonometrické funkce do linearniho ¢lenu, dostaneme Kleinovu-Gordonovu
rovnici, pokud provedeme rozvoj do prvnich dvou ¢lentl, dostaneme rovnici odpovida-
jici potencidlu ,.konakové lahve®.
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1.6.2 Kanonicky sdruZené pole

Obdobné jako jsme dfive zavedli k dané zobecnéné soutadnici kanonicky sdruzenou
hybnost a poté energii, mizeme i ve spojitém piipadé definovat kanonicky sdruzené
pole a hustotu energie vztahy

Z
> 7 (t,X) = 07 ; (1.229)
a(/’k,t
> H(1,X) = Z(aa/ J—r/. (1.230)
Pr

Analogicky vysledek jako diive daji i Poissonovy z&vorky mezi poli a sdruzenymi poli
{oc(1.%), @ (1.x)} =0,
> {7 (t,%), 7, (1,x)} =0, (1.231)
{oc (%), 1 (8,X)} = Gy S(x —x') .
Obdobny je i zapis rovnice pro ¢asovy vyvoj poli ¢y
| 2 o ={op. A} (1.232)

Ve vsech téchto vyrazech se jakoby ztratila kovariance (stejny tvar v riznych soufadni-
covych soustavach) rovnic vzhledem k Lorentzové transformaci, vyrazy (1.229) az
(1.232) nevypadaji relativisticky. To je ale jen zdanlivé. Pokud zavedeme tenzor energie
a hybnosti vztahem (jde o relativistické zobecnéni vztahti 1.226 a 1.227)

1 07 1
7% =-S5 25,0 |-—g%,7, 1.233
B c§[a(aa¢k) ﬁ¢k] S8p ( )

bude hustota energie pole dana slozkou
M =cT?, (1.234)

a hustota hybnosti pole bude imérna kanonicky sdruzenym polim

5=1° =m0 = P=>mVe. (1.235)
k k

Veli¢iny Ty reprezentuji tok energie a T/, tok hybnosti. Z vyjadfeni tenzoru (1.233)
a polnich rovnic (1.221) lze snadno ukazat, ze tenzor energie a hybnosti splituje rovnici
kontinuity

9,T%5=0. (1.236)

Ostatni relace lze také snadno piepsat do relativistického tvaru.
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1.6.3 Maxwellovy rovnice, elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole vétSinou popisujeme Maxwellovymi rovnicemi

> divB=0, (1.237)
> rotE=—a—B, (1.238)
ot
> divD=py, (1.239)
oD
> tH=j,+—, 1.240
ro o+ ( )

které doplnime o materialové vztahy

D=gE+P,
> (1.241)
B =y(H+M),

kde vektor P je polarizace prostfedi (hustota elektrického dipélového momentu) a M je
magnetizace (hustota magnetického dipolového momentu).

Potencialy pole

Z rovnice (1.237) plyne existence funkce A(¢, x), takové, ze
> B=rotA. (1.242)

Rovnice je pak splnéna automaticky, protoze divergence z rotace kazdé funkce je
nulova. Veli¢ina A se nazyva vektorovy potencial. Dosadime-li vyjadieni (1.242) do

rovnice (1.238), ziskame vztah
rot [E + a—Aj =0,
ot

ze kterého plyne existence funkce ¢ takové, Ze E+0dA/df =—-V¢@. Rovnice (1.238) je
opét splnéna automaticky a pro elektrické pole mame vyjadieni

> E=—V¢—8—A. (1.243)
ot
Funkci ¢ nazyvame skalarni potencial, v pfipadé¢ stacionarnich poli ptejde (1.243) ve
znamy vztah
E=-V¢, (1.244)

kde znaménko minus jen odrazi fyzikalni skute¢nost, ze pusobici sila mifi do minima
potencialni energie. Elektromagnetické pole tak miiZeme popsat pouhou ¢tvefici veli¢in:
skalarnim a vektorovym potencialem. Tyto Ctyfi veliCiny tvoii relativisticky ¢tyivektor
(viz kapitola 3.3.6 Tenzory a metrika, podrobnéji v navazujici uéebnici [1]).
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> AH = V:j . (1.245)

Zname-li Ctvefici A%, urc¢ime elektrické a magnetické pole snadno ze vztaht (1.243)
a (1.242). Vektory E a B jsou tak v jistém smyslu preferovany oproti vektorim D a H,
nebot’ je mizeme pfimo urCit z potencidld. Elektromagnetické pole je derivacemi
potencialti, oba vztahy (1.242) a (1.243) lze jednoduSe zapsat za pomoci tenzoru
elektromagnetického pole

0 E¥/c EY/c E%/c
—E¥/ 0 B* -B’Y
> FHV =H g¥ — 3" 4# = ¢ . (1.246)
“EY)c -B* 0  B"
-E?/c BY —BF 0

Jde o antisymetricky tenzor druhého fadu, ktery ma jen Sest nezavislych slozek (témi je
elektrické a magnetické pole). Slozky pole lze snadno odecist z pfislusnych pozic
tenzoru.

Nejednoznacnost potenciali, kalibrac¢ni invariance

Jiz diive jsme vidéli, Ze potencialy nejsou uréeny jednoznacné, dvéma riznym potenci-
alim mutze odpovidat stejné elektromagnetické pole. Pokud zavedeme nové, pretrans-
formované potencialy za pomoci tzv. gradientni transformace

> At = A" 1M 1, (1.247)
kde f je zcela libovolna dvakrat spojité diferencovatelna funkce, pole se nezmeéni:

P =94 (4 +0" ) =9" (4 +0# 1) =" 4" =" 4 = FHY . (1.248)

Této libovile v potencialech Ize s vyhodou vyuzit pti konstrukei co nejjednodussi vari-
anty Maxwellovych rovnic v potencialech.

Maxwellovy rovnice zapsané za pomoci tenzoru pole

Maxwellovy rovnice (1.237) a (1.238) jsme vyuzili k zavedeni potencialti elektromag-
netického pole. Zbyvajici dvé rovnice se zdrojovymi ¢leny miizeme za pomoci tenzoru
elektromagnetického pole snadno piepsat do tvaru

> FR = o (1.249)

kde ctyivektor j# prezentuje zdroje magnetickych poli
Poc
GH = _Q . (1.250)
lo

Tento tvar Maxwellovych rovnic je zjevné relativisticky.
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Maxwellovy rovnice v potencialech

PrepiSme Maxwellovy rovnice ve tvaru (1.249) za pomoci potenciali:
F /Iv,v =HMoJ s

30 (9947 -3 ) =

0%9,4" —9,0" A" = uy j* . (1.251)

Druhy ¢len na levé strané je D’ Alambertdv vinovy operator aplikovany na ctyipotencial
pole, prava strana zjevné prezentuje zdroje poli. Jedinou ,,vadou na krase* rovnic za-
psanych v potencialech je prvni ¢len. Zde vyuzijeme velké libovile v potencialech dané
kalibracni transformaci. Pfedpokladejme, Ze veli¢ina 0,4V je rovna né&jaké funkci ¢asu
a prostoru F(, x), tj.
0, 4" = F(1,x),

a zvolme za pomoci gradientni transformace (1.247) jiny Ctyfpotencial, pro ktery bu-
deme pozadovat, aby

dd =0 = 9,47+3,0"f=0 =  F@x)+0f=0.

Takova gradientni transformace bude vzdy existovat. Funkci £, ktera generuje transfor-
maci, staci volit tak, aby spliiovala rovnici

Of =—F(t,x). (1.252)

V novych potencialech je prvni ¢len v rovnici (1.251) nulovy a Maxwellovy rovnice
ziskaji jednoduchy tvar

od“ = —uy j* ; (1.253)
9,4 =0. (1.254)

Jde o obycejné vlnové rovnice pro Ctyfpotencidl 4%, u kterych jsou zdrojovymi ¢leny
slozky ctyfvektoru j#. Rovnice jsou jesté doplnény Lorenzovou kalibracni podminkou
(1.254). Ukazali jsme, ze libovile potencialti 1ze vyuzit k tomu, aby Lorenzova kalib-
ra¢ni podminka byla splnéna. AvSak dokonce ani pozadavek na jeji splnéni neurcuje
potencialy jednoznacn€! Z rovnice (1.252) je ziejmé, Ze funkce f neni urCena jedno-
znacné a lze k ni pficist jakékoli feseni vinové rovnice

Ofy =0. (1.255)

Proto je mozna jesté dalsi gradientni transformace
zzl’u = 1"1'” +8ﬂf0,

kterou lze vyuzit naptiklad k vynulovani skalarniho potencidlu. Uzavieme tuto partii
konstatovanim, ze miizeme vzdy zvolit takové potencidly, aby Maxwellovy rovnice
mély jednoduchy tvar
0d* =—uj* ;
> 0 (1.256)
d ﬂA'” =0.
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Lagrangeova formulace Maxwellovych rovnic

Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabitych ¢astic s polem ma tvar
| 2 Y = (/)part + (/)int + (/ﬁeld . (1257)

Prvni ¢ast popisuje pohyby ¢astic a vénovali jsme se ji v kapitole 1.4.1. Interakéni ¢ast
musi byt néjakou kombinaci ctyftoku j# (popisuje Castice) a Ctyfpotencidlu A# (popisuje
pole). Hned nejjednodussi skalarni varianta vede na spravné polni rovnice:

Vint = Ju A" (1.258)

Pro bodovou castici je ctyitok dan vztahem
co(x—x’
Qo ,) , (1.259)
Ové(x—x')
vektor x je polohovy vektor ¢astice a vektor x’ popisuje polohu pozorovatele. Lagrange-
ova funkce interakce bude dana integraci

Ling = [ B &X' = [ j, 4" &X' = [(-0p+ 0A-v) S(x—x) X =

Lyt =—00(2,X)+ QA(1,X)- V. (1.260)
Polni ¢ast Lagrangeovy funkce musi byt tvofena tenzorem elektromagnetického pole,
nejjednodus$im skalarem je kombinace F,f#v a polni Cast Lagrangeovy funkce by
méla byt tomuto vyrazu umérna. Konstantu umérnosti ur¢ime tak, abychom dostali

spravné polni rovnice (v tomto piipadé Maxwellovy rovnice):

1
> '(/)ﬁeld =——Flquﬂv (1261)
4t
Obe¢ casti hustoty Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole jsou
1 .
> Yeimg = Ptield + Vit = —%FvaW +ju A" (1.262)

Ovérme na zaveér, ze polni Lagrangeovy rovnice daji Maxwellovy rovnice:

00 | v .
ol | 4P
1y a(Fqu W) .
_ 0 _jﬁ =0;
4y o4bB-a
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)

————(0# 4" =3V A" | | =y jg ;
a(aUlAﬁ)( ):l 0/

- {(aﬂAV ~3,4,)
[0 (Pt =0, 44) (68" 5 = 08" 5) | = i :

1 .
—580’ [E)aAﬁ —BﬁAa +8aAﬁ —B'BA“] =,u0]ﬁ 5

_aaFaﬂ = luo]ﬂ ;
_Faﬂ,a :/Uojﬁ ;
Fﬁa,a Zﬂojﬂ

coz jsou Maxwellovy rovnice ve tvaru (1.249).

Lorentzova pohybova rovnice

Pro pohyb c¢astic samoziejmé nadale plati Lorentzova pohybova rovnice (1.47), kterou
lze snadno zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole. Zaved'me nejprve
vlastni Cas Castice dr jako Cas plynouci piimo u Castice. Pro interval v misté Castice
mame

ds? = —c2d? +dx? = —c2d7?. (1.263)

Mezi vlastnim a obecnym ¢asem tedy existuje vztah

—2dr? =-c2d +dx? =
(1.264)

dr=i-v2/? =4
14

Vlastni ¢as je invariantem, ktery vyuZijeme pii zavedeni Ctyifrychlosti a ctythybnosti:

a
> U® = ddL : (1.265)
T
> P =myU” . (1.266)
Pohybova rovnice nabité ¢astice ma potom tvar
o
> ddLT =0F?uy. (1.267)

Pouhym dosazenim za tenzor elektromagnetického pole (1.246) a s vyuzitim rovnosti
d/dz =y d/dt snadno ovéfime, Ze vztah (1.267) je jen elegantnim piepisem Lorentzovy
pohybové rovnice.
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Shrnuti

Uved’me nyni kli¢ové Lagrangeovy funkce a integraly akce S=[L dr=[¥ d4x. pro
elektfinu a magnetizmus

Castice interakce pole
1

7 .U L uv
g - JuA Y FyF

V2

c

1
2 . 4 uv g4
— dr A/ud -—|\F, F d’x

S o€ I J.],u * 4yt My

Pro hmotny bod postrada smysl hustota Lagrangeovy funkce, i kdyZ je mozné ji v prin-
cipu napsat. U vyjadfeni ¢asticového lagranzianu jsme vyuzili vztah dr = (1-v2/c2)1/2ds.
Stejné tak postrada smysl celkova Lagrangeova funkce pro pole, které je rozprostiené
v Casu a prostoru. Pokud vezmeme v ivahu pouze casticovou Lagrangeovu funkci,
dostaneme pohybovou rovnici volné ¢astice:

o
dg;zo. (1.268)
T

Pokud vezmeme v tvahu Lagrangeovy funkce pro ¢astici a pro interakce, dostaneme
pohybovou rovnici

dpr? of
——=QF"%Ug. 1.269
17 0. B ( )

Pokud vezmeme v uvahu pouze Lagrangeovu funkci pro pole, dostaneme Maxwellovy
rovnice ve vakuu:

FH =0, (1.270)

A pokud uvazime polni a interakéni ¢asti Lagrangeovy funkce, dostaneme Maxwellovy
rovnice se zdrojovymi ¢leny:

FRY = g j* . (1.271)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.1 Uvod

2.1.1 Mikrosvét a makrosvét

Teoreticka mechanika vychazi ze zobecnénych zkuSenosti ¢loveka, z toho, jak vnimame
svét kolem sebe v naSich meétitkdch — v tzv. makrosveteé. Snazime-li se zdkony teore-
tické mechaniky aplikovat na télesa malych rozmérd, naptiklad atomy nebo Castice (tzv.
mikrosvet), nebudou jiz pfedpovédi ve shodé s experimentem. V mikrosvété plati jiné
zékony. Napiiklad samotny akt méfeni muze ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li
urcit polohu fotbalového mice, zachytime okem fotony odrazené od mice a informaci
zpracujeme. Chceme-li urcit polohu elektronu, odrazeny foton, z kterého na polohu
usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny impuls a zméni jeho stav. Asi nejvetsi rozdil
mezi jevy v makrosveété a mikrosveté souvisi s komutativnosti. V makrosveété jsme si
zvykli na to, Ze jevy, které pozorujeme, jsou komutativni — nezalezi na poradi. Je jedno,
zda nejprve provedeme méfeni 4 a poté méieni B nebo naopak. Zkratka AB = BA.
V mikrosvété tomu tak ale neni. Akt méfeni ovlivituje stav objektll a zalezi na tom,
které méfeni provedeme jako prvni. To je také hlavnim divodem selhani teoretické
mechaniky pfi popisu mikrosvéta. Teoreticka mechanika je zalozena na komutujicich
matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou v mechanice jsou Poissono-
vy zavorky, a to navic je§t¢ pomocnou.

Prvni jevy v mikrosvéte, které byly v piikrém rozporu s teoretickou mechanikou,
byly objeveny na pocatku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie —
teorie relativity). Predpovédi dnesni kvantové teorie se shoduji s experimentem na
mnoho platnych cifer. Zakladni rovnice a vztahy zlstavaji shodné s teoretickou mecha-
nikou, plati vS8ak pro zcela jiné objekty. Napiiklad Lieova algebra Poissonovych zévo-
rek je aplikovana na operatory, které predstavuji dynamické proménné. Proto je nutné se
pted studiem kvantové teorie diikladné seznamit s kapitolami 3.4 a 3.3.5.

Uved'me nyni nékteré zakladni rozdily svéta malych rozmért — mikrosvéta — oproti
situacim, na které jsme zvykli z naSeho okoli — makrosveéta:

» Diskrétni hodnoty nékterych dynamickych proménnych
V urcitych situacich mizeme u sledované veli¢iny naméfit jen nékteré hodnoty a zadné
jiné. Nejcastéji jde o energii nebo moment hybnosti. V makrosvéte jsou métené hodnoty
vzdy spojité. Piesnéji fe¢eno jsou tak blizko u sebe, Ze je nejsme schopni rozlisit.

» Dualismus vln a ¢astic

Objekty mikrosvéta se mohou chovat nékdy jako viny a jindy jako Castice. Napiiklad
svétlo se pii fotoelektrickém jevu projevuje jako ¢astice (fotony) a pii interferenci nebo
ohybu jako vinéni. A nejde jen o svétlo. Elektron, ktery si piedstavujeme jako Castici, se
v elektronovém mikroskopu chova jako vinéni a v jinych situacich ma vinovou povahu.
Obdobné je to s neutrony a dal§imi elementarnimi ,,¢asticemi®.



2.1 Uvod 111

» Nekomutativnost aktu méreni

Pii méfeni hodnot dvou dynamickych proménnych (naptiklad polohy a rychlosti) mize
vysledek zalezet na poradi provedeni mefeni. Akt méfeni totiz ovlivilyje stav systému,
po méfeni se systém obecné nachazi v jiném stavu nez pred méfenim.

» Relace neurcitosti

Zvyseni piesnosti méteni jedné dynamické proménné snizi v nekterych piipadech ptes-
nost méfeni jiné dynamické proménné. Tato méfeni se navzajem ovliviiuji a jsou neko-
mutativni. VZdy se ovlivni méfeni uréité zobecnéné soutadnice a ji odpovidajici zobec-
néné hybnosti.

» Nedeterminizmus kvantové teorie

Dva experimenty pfipravené za stejnych podminek mohou dopadnout rizné. Pfi prove-
deni mnoha pokusti zjistime, ze vysledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy
schopni predpoveédét jen to, s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev,
nikoli to, ktery jev konkrétné nastane.

» Superpozice stavii

V makrosvété nikdy nemtizete byt na dvou mistech souéasné, naptiklad v poslucharné
na prednasce a v restauraci na vecirku. V mikrosvété takova situace mozna je. Objekty
mikrosvéta mohou byt, a také bézn¢ jsou, v superpozici dvou i vice stavi.

2.1.2 Experimenty, které vedly ke kvantové teorii

Shriime nyni zakladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa

V absolutné ¢erném télese (lze za né povazovat napiiklad kazdou hvézdu) je v rov-
novaze latka a zareni pii néjaké konkrétni teploté 7. Sledujeme-li vyzafovani absolutné
¢erného télesa, zjistime, Ze na rtiznych frekvencich vyzafuje s riznou intenzitou. Expe-
rimentalné pozorovany prubéh energie vyzarené na jednotkovou frekvenci je na obraz-
ku. Teoretické vypocty kfivky zareni absolutné cerného télesa, které provadeli lord
Rayleigh, James Jeans a Wilhelm Wien, vedly k odliSnym zavislostem. Bud’ divergo-
valy v infracervené (IR), nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra.

did
@ 1 kvantova predpovéd’

2 2 klasicka predpovéd
(Jeans, UV katastrofa)

IR uv w

Obr. 2.1: Zareni absolutné cerného télesa
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Spravnou formuli uhodnul az Max Planck v srpnu 1900 tim, ze zkousel porovnavat rtiz-
né funkce s naméfenymi udaji. Jeho vysledek znél: df/dw ~ w3 exp [ const w/T]. Za
dalsi dva mésice odvodil Planck tuto zavislost i teoreticky za piedpokladu, Ze energie
svétla o urcité frekvenci w se neméni spojité, ale je celistvym nasobkem zakladniho
energetického kvanta

> E = hw; h = 1,05457x107*Js. 2.1)

Velicina % se nazyva redukovana Planckova konstanta (nékdy také Planckova-Diracova
konstanta). Planck ptiivodné pouzil piedpoklad o kvantovani energie pro zjednoduseni
matematickych vypoctl. Pozd&ji se ukazalo, Ze energie elektromagnetického zafeni
urcité frekvence je skuteéné kvantovana, tj. jeji pozorované hodnoty nejsou spojité, ale
méni se skokem o zakladni energetické kvantum 7.

Poznamka: Planck ve svych vahdch pouzil namisto kruhové frekvence obydej-
nou frekvenci, a tak méla jim zavedend konstanta umeérnosti jinou hodnotu:

E=hv, h=21h=6.62607x10"*Js. (2.2)

Skutecny fyzikalni vyznam ma redukovana Planckova konstanta (je elementarnim
kvantem momentu hybnosti), kterou oznacujeme preskrtnutym pismenem 7 a kte-
rou budeme pouzivat v této ucebnici.

Fotoelektricky jev (fotoefekt)

Pti dopadu svétla (elektromagnetického zafeni) na povrch kovu mize byt z kovu vytr-
zen elektron, ktery opusti povrch kovu. K uvoliovani elektronti z kovu dochazi pii
frekvencich svétla vysSich nez prahova frekvence wq, kterd je pro dany kov charakte-
ristickd. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci niz§i nez prahovou, emise elektront
nenastane, byt bychom pouzili svétlo se sebevétsi intenzitou. Tento experiment je
v rozporu s pfedstavou o svétle jako elektromagnetickém vInéni. K fotoefektu by mélo
dochazet pti kazdé frekvenci a dostatecnou energii k emisi by mélo jit ziskat zvySenim
intenzity dopadajiciho svétla.

zareni elektron

kov

Obr. 2.2: Fotoelektricky jev

Reseni podal Albert Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vInéni se chova pii foto-
efektu jako Castice. Tyto Castice dnes nazyvame fotony. Energie jednoho fotonu zateni
o frekvenci w je pravé energie jednoho energetického kvanta (2.1). Vysvétleni foto-
elektrického jevu je nyni velice jednoduché. Na povrchu kovu dochazi ke srazce fotonu
s elektronem. Aby foton vyrazil elektron, musi mit vy$si energii nez je vazbova energie
elektronu v kovu: iw > Ej. Prahova frekvence zfejmé je wo = Ej/h. Celkova energeticka
bilance pro foton a elektron
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> ho = E +%mevz (2.3)

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotfebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu. Elektromag-
netické vinéni tedy miizeme povaZovat za soubor fotond. Proto i pfi zafeni absolutné
¢erného télesa se meéni energie zafeni o dané frekvenci skokem — tento skok predstavuje
prirtstek nebo ubytek jednoho fotonu.

Poznamka: Albert Einstein ziskal za objasnéni fotoelektrického jevu Nobelovu
cenu za fyziku pro rok 1921. Jeho obecna relativita byla sice vyznamnéjSim poci-
nem, ale v té dob¢ ji mnoho fyzikl povazovalo spize za kontroverzni hypotézu nez
za novou teorii gravitacni interakce.

Comptonuv jev

Arthur Compton v roce 1923 zjistil, ze rentgenové paprsky odrazené od povrchu grafitu
meéni svoji vinovou délku. Podle klasickych predstav by viny mély rozkmitat povrchové
elektrony a ty generovat vlnu se stejnou frekvenci. Vysvétleni bylo nakonec jednodu-
ché. Fotony se opét chovaji jako Castice, srazeji se s elektrony a pii srdZce ztraci ¢ast
energie, a proto méni svou vinovou délku. V extrémné horkém plazmatu mize dochazet
k opaénému jevu, fotony zde pfi srazkach s energetickymi elektrony naopak energii
ziskavaji, hovotime o tzv. inverznim Comptonove jevu.

Ohyb elektronii

Fotoelektricky jev ukazal, ze vinéni se mize chovat v urcitych situacich jako Castice.
Naopak, n¢kdy se castice chovaji jako viny. Naptiklad svazek elektronti prochazejici
Stérbinou nebo dvojstérbinou po dopadu na stinitko vytvoii typicky ohybovy obrazec.
Nemtizeme piedem fici, kam ktery elektron dopadne, ale pii velkém mnozstvi elektronti
mizeme urcit pravdépodobnosti dopadu do konkrétniho mista na stinitku. Vznikly ohy-
bovy obrazec je tedy typickym statistickym jevem.

pocet eM

q

elektrony <
o -
K

Stérbina stinitko

Obr. 2.3: Ohyb elektronu na Stérbiné

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektroni vyuzivany napiiklad v elektronovych mikro-
skopech. Elektrony maji vyrazné kratsi vinovou délku nez viditelné svétlo, a proto je
rozliSovaci schopnost elektronového mikroskopu podstatné vyssi nez optického. Poprvé
byly vinové vlastnosti elektronu pozorovany americkymi fyziky Clintonem Davissonem
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a Lesterem Germerem v roce 1927. Zkoumali odraz elektron od povrchu niklu. Po
vyzihani niklu doslo k rekrystalizaci a odrazené elektrony zacaly vykazovat na pfesnych
velkych krystalech ohybovy obrazec.

Poznamka: Céstice popisujeme &tvefici veligin (E, p). Definice energie £ a hyb-
nosti p souvisi se symetriemi pfi posunuti v ¢ase a v prostoru (viz teorém Noethe-
rové v kapitole 1.2). VInéni popisujeme Gtvefici veli¢in (o, k). Uhlova frekvence
o je definovéna jako zména faze vInéni s Gasem w = dg/dt a vlnovy vektor k je
zménou faze vInéni s prostorovymi soufadnicemi k = dp/dx. Pfi periodickém dé&ji
s konstantni periodou 7 v ¢ase a A v prostoru (vinova délka) lze psat w = 27/T,
k=2m/A. Louis de Broglie vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaji
jako viny i jako castice (hovofime o tzv. dualismu vin a ¢astic). Pfevodni vztah
dnes piSeme ve tvaru:

> E =hw, p=hk. 2.4)

Pokud bychom pouzivali pfirozenou soustavu jednotek, ktera se voli tak, aby 4 =1,
mély by vztahy (2.4) jesté jednodussi tvar. Casto nas zajiméa vlnova délka vinéni
odpovidajiciho konkrétni ¢astici, naptiklad elektronu v elektronovém mikroskopu.
Z druhého vztahu (2.4) mame mv = 274/1 a tedy

_ 2mh
my

y) 2.5)

Existence atomu

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zdporné nabité elektrony kolem
kladné nabitého jadra tak, jako ve Slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce.
Planety jsou na ob&zné draze drzeny gravitacni silou, zatimco u elektronti v obalu je
odstfediva sila vyrovnana pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale podstatny rozdil. Z Maxwello-
vy teorie elektromagnetického pole plyne, ze kazda nabita Castice, ktera se pohybuje se
zrychlenim, vyzafuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak energii. Pfi kruhovém pohy-
bu elektronu kolem jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/d¢ je nenulové (mifi do
centra atomu, jde o dostfedivé zrychleni) a elektron ztraci energii zafenim. M¢l by se
proto pohybovat po spirale a nakonec dopadnout na jadro atomu. Tento proces by mél
napiiklad pro vodik trvat pouhych 10-11 s. Podle klasické teorie by tedy za velice krat-
kou dobu nemély zaddné atomy existovat! Na tento paradox upozornil poprvé dansky
fyzik Niels Bohr.

Obr. 2.4: Paradox atomového obalu
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Niels Bohr vytvofil tzv. Bohritv model atomu na zékladé tfi umélych postulati, které
pridal ke klasické teorii:

5) Elektrony se pohybuji jen po tzv. staciondrnich drahdch — tj. po takovych drahéch,
ve kterych je odpovidajici de Broglicho vinova délka ze vztahu (2.5) ,,namotana“
na ob&znou drahu tj. obvod drahy je n-nasobkem vinové délky. Vysledkem je jed-
noducha kvantovaci podminka

2rh

2zr, = ni; A= ) (2.6)
mv

n

Index n ¢isluje mozné stavy elektronu v atomu (7, mozny polomér drahy, v, rych-
lost na n-té¢ draze, E, odpovidajici energie) podle poctu vinovych délek elektronu
na jeho obézné draze.

6) Na stacionarni draze elektron nezafi.

7) Pii preskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzafeni fo-
tonu o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Obr. 2.5: Bohriv model atomu

Tento jednoduchy Bohriv model atomu neni feSenim vySe uvedené¢ho paradoxu, jde
spiSe o postulovani nebo konstatovani experimentdlné¢ znamych skutecnosti. Navic je
tento model aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v atomar-
nim obalu (H, He*). Tento jednoduchy model ale poprvé spravné urcil hladiny energie
elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spektrum atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neurcitosti

Pfi méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou neptfesnosti méfeni Ax, Ap
spliiovat relaci, kterou objevil Werner Heisenberg

| 2 AxAp = % 2.7
Cim pfesnéji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime odpovidajici hybnost
a naopak. Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.7) je splnéna i tehdy,
neprovedeme-li meteni viibec. Jde o principialni hranici danou pfirodou, za kterou nelze
nahlédnout. Tato relace plati pro jakoukoli zobecnénou soufadnici a ji odpovidajici
zobecnénou hybnost.
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Naptiklad obycejny ohyb svétla na Stérbin€ lze chapat jako dusledek relaci neurci-
tosti pro fotony. Prichod fotont Stérbinou neni nic jiného nez pokus o urceni jejich
polohy y s presnosti Ay (velikost §térbiny). Fotony, které prosly s§térbinou, urcit€ mély
v okamziku prichodu soufadnici y rovnou soufadnici y Stérbiny. Zmensime-li §itku §tér-
biny Ay, zvySime piesnost méteni y; podle relaci (2.7) se ale zvysi nepiesnost Apy, ur-
¢eni odpovidajici slozky hybnosti. Vysledkem je znamy ohybovy jev — fotony za Stérbi-
nou vyletuji do riznych smért se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap, danou
Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.

A 2y -

Obr. 2.6: Ohyb ¢astice na stérbiné a relace neurditosti

Sau

Vycet experimentalnich faktd, které jsme uvedli vySe, neni zdaleka uplny. VSechny ale
prispély ke zrodu kvantové teorie popisujici pro nas nezvykly svét atomu a elementar-
nich ¢astic.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.2 Zakladni principy kvantové teorie

Jak uz vime, klasicka mechanika selhala pfi popisu d&ji mikrosvéta zejména proto, Ze je
postavena na komutujicich objektech. V mikrosvété déje ale nekomutuji. Zakladnim
cilem bude tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty
(operatory) a nalézt vztah mezi operatory a realnymi meéfenymi veli¢inami. Zaklady ma-
tematiky, kterou je tfeba znat pro pochopeni kvantové teorie a pro studium této ucebni-
ce, naleznete v kapitole 3.4, se kterou byste se m¢li seznamit, nez budete ¢ist dale.

2.2.1 Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

V klasické mechanice je stav Castice urcen polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, ze v mikrosvéteé nelze soucasné tyto veliCiny
m¢éfit a méfeni jedné ovlivni méfeni druhé, je nutné pojem stavu Ap
definovat novym zptisobem. Fazové trajektorie jiz nelze v mik- Ax
rosvéte popsat kiivkami. Vnimame je s piesnosti danou relacemi
neurcitosti AxAp > /2. Mzeme si predstavit, ze fazovou trajek- x
torii vidime rozmazanou ¢aru s rozliSenim danym obdé¢lnickem o plose #/2 (pokud sle-
dujeme jednu soutadnici a ji odpovidajici hybnost). Zaved’'me si nejprve nékteré pojmy.

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize mé-
feni jedné veli¢iny neovlivni méfeni veli¢iny druhé. Pfikladem kompatibilnich promén-
nych jsou soufadnice (x, y), ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou soufadnice
a ji odpovidajici hybnost (x, p,). Kompatibilita je symetricka vlastnost:

(AkompB) = (BkompA4) . (2.8)

Kompatibilita ale neni tranzitivni vlastnost. Z toho, ze (x komp y) A (y komp p,) neply-
ne, ze by muselo platit (x komp p,). Obecné mizeme psat

(Akomp B)A(Bkomp C) & (AkompC) . (2.9

Uplna mnoZina pozorovatelnych: Jde o maximalni nezavislou mnoZinu vzijemnd
kompatibilnich dynamickych proménnych. Jakakoli dal$i dynamickd proménna uz s ni-
mi neni kompatibilni. Napfiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi iplné mnozi-
ny pozorovatelnych (x, y, z) nebo (px, py, pz). Pro centralni pole je uplnou mnozinou
pozorovatelnych také energie, druha mocnina momentu hybnosti a jeho jedna slozka
(E, L2, L3). SoucCasné lze tedy zméfit vSechny tfi soufadnice nebo vSechny tii slozky

hybnosti. Nelze jiz ale soucasn¢ zméfit vSechny tfi slozky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zname stav systému, zname-li vysledek méfeni nékteré
uplné mnoziny pozorovatelnych. Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skute¢nosti sou-
Casn€ zmefit.

Zakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto dyna-
mickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti,...) budeme pouzivat operatory (operator soufadnice, hybnosti,...). Nekomu-
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tativnost téchto operatorti bude vyjadfovat nekomutativnost aktu méteni dynamickych
proménnych v mikrosvété. Veli¢iny naméfené piistrojem v mikrosveété jsou realna Cisla,
nékdy spojita (poloha Castice), nékdy diskrétni (naptiklad jednotlivé hladiny energie
elektronu vazaného v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické proménné sadu real-
nych ¢isel spojitého nebo diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum
hermitovskych operatord (viz kapitola 3.4.5 Spektralni teorie). Dynamickym promen-
nym budeme tedy prirazovat hermitovské operatory.

Kazdy operator puisobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru £ Musime se tedy
ptat, jaky vyznam bude v na$i teorii mit sdm Hilberttiv prostor a také prvky, na které
operatory pusobi. Pozdé&ji uvidime, Ze pfili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Pod-
statné jsou spiSe vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantova
mechanika zaloZzena na prostoru £° funkci integrovatelnych s kvadratem je zndmé
Schrodingerova vinova mechanika vedouci na Schrédingerovu rovnici a vinové funkce.
Kvantova teorie zaloZena na prostoru (> posloupnosti séitatelnych s kvadratem je Hei-
senbergova maticovd mechanika. Ob¢ teorie se na prvni pohled zdaji naprosto odlisné.
Presto vlastni Cisla operatori v obou teoriich jsou stejna a ob¢ teorie tak davaji stejné
predpovédi. Hilberttiv prostor se vSemi svymi prvky a s operatory, které na prvky put-
sobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické mechaniky. Misto systému
budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertové prostoru daného systému (napii-
klad Hilbertiv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz
v uvodu jsme si fekli, ze v mikrosvété sam akt méteni ovlivni stav systému. Pfed méte-
nim je systém v jiném stavu nezZ po méfeni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje
v kvantové teorii hermitovsky operator této proménné. Pisobenim tohoto operatoru na
prvek prostoru dostdvame jiny prvek tohoto prostoru. A to je presné to, co hledame.
Prvky (vektory) prostoru tedy predstavuji stav systému. Akt méfeni koresponduje s pu-
sobenim piislusného operatoru na stav (prvek prostoru) a novy stav je prvek, ktery
vznikl piisobenim operatoru.

Vlastni Cislo operatoru prezentuje naméfenou hodnotu a vypovida tak o stavu
systému. Vime uz, ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem.
V #H'tedy existuje k danému vlastnimu ¢&islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému
proto musi odpovidat cely paprsek v %, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak
ke tfem zakladnim axiomiim kvantové teorie, které tikaji, jak spolu koresponduji klasic-
ké a kvantové pojmy:

systém - Hilbertv prostor #°
stav systému - paprsek natazeny na |y >
dynamicka proménna A - hermitovsky operator A

S linearitou budované teorie se poji velmi dilezity princip:

m Princip superpozice: Necht |p)e H a |y )e H a reprezentuji dva rizné stavy
systému. Potom je kazdy vektor aj | ¢ ) + ap| v ) také fyzikalné realizovatelny stav. Bez
tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii. Navic jde o jiz vyse
zminénou vlastnost kvantového svéta. Systém v mikrosvété mize byt (na rozdil od
makrosvéta) v superpozici vice stavi.
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II. Méreni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné 4 v n&jakém stavu znamené aplikaci operatoru A této
dynamické proménné na dany stav |y ). Operatorem A a stavem |y ) musi tedy byt
zcela jednoznadné dano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpoveéd’ na tuto
otazku poskytuji tzv. interpretacni postulaty:

m Postulat A: Méfime-li dynamickou proménnou 4, miizeme na systému naméfit jen
nékterou z vlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné:

Ajy=a1j). (2.10)

m Postulat B: Pozorovani dynamické proménné 4 na systému, ktery byl pfipraven ve
vlastnim stavu | j ) operatoru A, vede zcela jisté k naméfeni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C: Je-li systém piipraven vobecném stavu |y )e #, vede opakované
méfeni veli¢iny 4 k riznym vysledkim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni
bude rovna

(Ay=(y|Aly). @.11).

Poznamka 1: Opakovand meéteni si nemusime predstavovat tak, ze bychom na
stejném systému opakovali neustale tatdz méfeni. V praxi by to nebylo provedi-
telné. Tézko mizeme na jednom jediném elektronu zopakovat néjaké méreni. Mu-
sime mit pfipraveno velké mnozstvi systému ve stejném stavu (napfiklad svazek
elektrontl) a opakovat méteni na mnoha riznych elektronech (systémech).

Poznamka 2: Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednoduss§im moznym vyrazem slo-
zenym z operatoru A astavu |y >, ktery da jako vysledek realné Cislo. Stredni
hodnotu byva zvykem oznacovat ( 4 ) nebo 4 .

Poznamka 3: Automaticky predpokladame, Ze stavové vektory jsou normovany

k jedné. Neni-li stavovy vektor normovan, musime vyraz pro stiedni hodnotu vy-
delit jesté kvadratem normy stavového vektoru:

> (4)= ylAly) 2.12)
(vly)
Poznamka 4: Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru £X(®?) da:
*(x) Ap(x) dx
(A4 :'I.l'//>k d T (2.13)
[¥" 0w &

Poznamka 5: Jsou-li vSechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j ) operatoru
A, da stfedni hodnota dand postulatem C samoziejmé pislugnou vlastni hodnotu
podle postulatu B a vSechna méteni daji v tomto vyjimeéném pripadé stejny vys-
ledek (pres j se nescita):

_GilAL)y _aidli)

A
4 AWM WAV

j.
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I11. Statisticka interpretace stavového vektoru

Rozvineme-li stavovy vektor do ortonormalni spocetné baze | n > nebo nespocetné baze
| x > bude mit rozvoj tvar (viz kapitola 3.4.4 Rozvoj prvku do baze)

W)= In)Xnly)=>v,|n) resp.
(2.14)

) = [ 1o)(xly ) de= [0l x)dx.

Koeficienty rozvoje y,, respektive y(x) chapeme jako amplitudu pravdépodobnosti, ze
systém nalezneme ve stavu | n ), respektive | x ). K tomu nas opraviuje fakt, ze jde
o projekce stavového vektoru do patficného prvku baze. Z normovanosti stavu k jedné
okamzité plyne

Svaw, =lresp. [y (p(0de=1 (2.15)
a vyrazy

> Wy =YWy tesp. w(x) =y ()W(x) (2.16)

proto chapeme jako pravdépodobnost realizace stavu | n ) resp. hustotu pravdépodob-
nosti nalezeni systému ve stavu | x ). Pravdépodobnosti jsou automaticky normovany
k jedné. Druhy ze vztaht (2.14) piedstavuje superpozici systému v nékolika polohach.

IV. Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principti kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje,
které Casti z teoretické mechaniky je mozné prevzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro ziakladni relace. Zakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi v teoretické mechanice a pfislusSnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou lisit jen pofadim operatort.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissono-
vych zéavorek v teoretické mechanice je shodna se strukturou komutatord v kvantové
teorii:

A - A

B> B = {4,B}=C — [AB] = kC.

Cc - C

Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi pro-
meénnymi, které neobsahuji derivace. Napfiklad definice Hamiltonovy funkce v poten-
cialnim poli V'
2 2 2
+pi+
H = pxi—ypzwu,y,z) 2.17)
m

prejde v definici Hamiltonova operatoru

. PI+P24PZ
> H= 2 2 Z.4yXY.2). (2.18)

2m
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Vyraz pro potencialni energii je typickou funkci operatoru (viz kapitoly 3.4.2, 3.4.5).
Pro vyrazy typu A = xp nelze kvantovy analog jednoznac¢né urcit. Mize jim byt bud’
A:)A(Is, nebo A=PX.

Operatory nekomutuji, a proto zalezi na jejich potadi. Spravna varianta z obou moznych
musi byt vybrana na zakladé experimentu. Stejné tak miizeme z riznych Lagrangeovych
funkci téhoz systému obdrzet rizné kvantové teorie a spravnou variantu je tfeba opét
vybrat na zaklad¢ toho, jak se ve skute¢nosti chova priroda.

Druha cast principu korespondence se tyka Poissonovych zavorek — vyrazl, které
v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym za-

vorkdm v kvantové teorii odpovidaji komutatory dynamickych proménnych. Nelze v§ak
polozit rovnost mezi komutacéni relaci a Poissonovou zavorkou. Divody jsou hned dva:

1) rozmeérovy: Poissonova zavorka obsahuje derivace, které do vyrazi vnaseji fyzi-
kalni rozmér, komutatory nikoli. Proto je tfeba pouZzit rozmérovy prevodni koefi-
cient k.

2) principidalni: Dynamickym proménnym v kvantové teorii mizeme pfifazovat jen
hermitovské operatory (maji redlnd vlastni Cisla, kterd interpretujeme jako méfi-
telné hodnoty). Jsou-li operatory odpovidajici 4 a B hermitovské, musi byt ope-
rator odpovidajici C také hermitovsky. To 1ze opét zajistit pomoci konstanty £.

Urceme nyni podminku na konstantu £, ktera plyne z pozadavku hermitovosti operatorti:

[A,B] = kC
AB-BA =iC /T
BTAT-ATBf = t'Ccf /07=0
BA-AB=4C
—-[AB] = k' C.

Pii uprave jsme pouzili vztah (3.267) pro hermitovské sdruzeni souc¢inu dvou operatorti.
Porovname-li pocate¢ni a koncovy vyraz, musi platit £* =— k. To ale spliji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:

k=ih. (2.19)
Konstanta 7 je n&jaké realné Cislo a je jedinou fundamentdlni konstantou kvantové
teorie. Tato konstanta se bude vyskytovat ve vSech predpovédich kvantové teorie (na-
priklad v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zafeni

absolutné cerného télesa, v Heisenbergovych relacich neurcitosti atd.). Jeji hodnotu je
mozné zméfit experimentalné na zakladeé téchto predpovedi a je rovna:

> h o= 1,054572x1073* Js. (2.20)

Jde o tzv. redukovanou Planckovu konstantu. Princip korespondence pro Poissonovy za-
vorky mizeme stru¢né zapsat jako

> (4,B} — %[A,é]. (2.21)
1
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Tim jsme zakoncili piehled zakladnich principi kvantové teorie. Jelikoz jde o zakladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axi-
omy, postulaty a principy oznacené v této kapitole ¢tvereCkem. Dopliujici texty se snazi
jen poukazat na to, Ze prave tato volba zakladnich axiomu je pfirozena a povede k cili.
O spravnosti zakladnich principti vS§ak mohou rozhodnout jediné experimenty ovétujici
vypovédi z téchto principt plynouci.

2.2.2 Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méteni dvou dynamickych proménnych ovliviji ¢i nikoli, je
jednoduché. Staci znat komutator operatord téchto proménnych. Je-li tento komutator
nulovy, je

AB =BA (2.22)
a méfeni se neovliviiyji. Zakladni komutatory pro soufadnice a hybnosti mizeme odvo-

dit z principu korespondence, ostatni uz pak z vlastnosti komutéatorti. Pro Poissonovy
zévorky mezi soufadnicemi a hybnostmi plati vztah (1.42):

oxt ={pepi}=0,  {xepb =0y (2.23)
Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutacni relace:

X,., X,1=[P,, P, ]=0,
> [ kA I]A [P A/] (2.24)

Z nich je zfejmé, Ze souCasné Ize u objektu zméfit vSechny tii soutadnice nebo hybnosti.
Také se vzajemné neovlivni méteni napiiklad soufadnice x a hybnosti py. Jedind mére-
ni, ktera se vzajemné ovliviwji a u kterych zalezi na poradi meéreni (nenulovy komuta-
tor) je méreni zobecnéné souradnice a ji odpovidajici zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.24) jsou zakladnimi komutacnimi relacemi v kvantové teorii. Bylo by sa-

vvvvvv

N

algebry komutétorti. Tim se oprostime od klasické mechaniky a nemusime se k ni pfi
kazdé komuta¢ni relaci vracet. Kvantova mechanika zaéina ,,zit vlastnim zivotem®. To,
co prebrala z klasické mechaniky prostfednictvim principu korespondence, jsou jen
relace (2.24) mezi soufadnicemi a hybnostmi.

Odvod’'me nyni komutacni relaci mezi prvni a druhou slozkou momentu hybnosti:

[L;.L5]=[X,P; — X3Py, X3P - XP; ] =
=[X,P;, X3P, 1= [X,P;, X|P3 1= [ X3Py, X3P, 1+ [ X3Py, X Py ] =
=X, [P;, X3P, ]+ [X5, X3P 1Py — X, [Py, X, P31 - [Xy . X,P; 1P; —
— X3 [Py, X3P, 1 [X3, X3P, 1P, + X5 [Py, X(P3 1+ [ X5, X|P; 1P, =
= X, X3 [Py, P 1+ X, [P3. X3 1P + X3 [X,. P 1P; + X5, X3 ]PP; -
=X, X, [Py, Py ] = X, [Py, X 1P; = X, [ X, Py 1P; —[X5, X, IPsP; -
—X3X3 [Py, P ] - X5 [Py, X5 1P — X5 [X3,P 1P, —[X3, X3 PP, +
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+ XX, [Py, Py T+ X5 [Py, X, 1P; + X, [X3,P; 1P, +[X5, X, ]P;P, =
=0—X,[X;3,P;]P+0+0-0-0-0—-0—0—0—0—0+0+0+X, [ X5,P;]P, + 0=

Je jasné, ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimoc¢ary. Hledanou komutaéni relaci po-
stupné ,,rozméliiujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementarni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy ¢i pro-
gramovaci jazyky bez problému tuto Glohu fesi za nas a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.

Analogickym postupem muzeme nalézt komutaéni relace pro ostatni slozky momen-
tu hybnosti. Neni to ale nutné, staci je ziskat cyklickou zdménou soufadnicovych os
(1 -2 — 3 — 1). Kompletni komutaéni relace pro moment hybnosti potom jsou:

ILy.Lo)=inls,
> IL,.Ly]=inL,, (2.25)
[Ls,L0=inL, .

Vysledkem je, Ze soucasné neni mozné zméfit zadné dvé slozky momentu hybnosti.
Meéteni kazdé slozky ovlivni méfeni kterékoli jiné slozky. Zaved'me operator kvadratu
velikosti momentu hybnosti

C=0+0+13. (2.26)

Stejnym postupem jako dfive dopocteme komutacéni relace kvadratu momentu
s jednotlivymi slozkami. Tentokrate pii ,,;rozméliiovani komutaéni relace postaci dostat
se jen k relacim (2.25) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zname. Vypocet prove-
deme napriklad pro tfeti slozku:

L2, 0]= [0 +13 + 05, Ly 1= [, Ly ] +[L3, L3 ]+ (05, Ly ] =
Ly Ly, L3 1+ Ly, L5 I + oL, L5 1+ (L, L3I0, +0+0 =
—inLLy —ial,L, +inl,L, +inlL, =0.
Stejny vysledek dostaneme pro jakoukoli slozku:
> 2L0=0, k=123. (2.27)

Neni tedy mozné soucasné¢ zméfit dvé rizné slozky momentu hybnosti. Vzdy je ale
mozné zmétit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych slozek,
zpravidla se pouziva tieti slozka. Ze zatim provedenych uvah je zfejmé, ze soucasné
miZeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {py, py, p-} nebo {L?, L3}. V kapi-
tole 2.5 uvidime, ze v piipadé sféricky symetrického potencialu je s posledni mnozinou
kompatibilni jesté energie, tj. iplnou mnoZinu pozorovatelnych tvoii trojice {E, L%, L3}.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci kterého zjistime, které veliiny lze
soucasn¢ meéfit a které ne. Postaci nalézt komutator odpovidajicich operatorti. Tento
postup ndm ale umozni odpovéd’ typu ano/ne. V piipadé, ze dynamické proménné spolu
soucasné méfit nelze, nas zajima, jak moc narusi akt méteni jedné proménné akt méfeni
proménné druhé. Na tuto otazku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si
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nyni odvodime. Predtim si uved'me piehled zakladnich statistickych pojmu a jejich
operatorovych analogii v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie
stfedni hodnota a stfedni hodnota a=(y]| A 7
odchylka Aa=a-a | operator odchylky AA=A-71
pramér odchylek Aa=0 primér odchylek (w|AA|y)=0
(w|AA% )=
variance (Aa)2 =42 —g? | variance =(y|A?|y)-
~(v|Aly)
stfedni stiedni .
kvadraticka Aay, =y( Aa)2 kvadraticka Aay, =4/{ w|AA? )
odchylka odchylka

Zkuste si dokazat oba dva statistické vztahy v klasické statistice i v kvantové teorii.
V obou ptipadech staéi jen dosadit z prislusnych definic. Nyni jiz mizeme piistoupit
k odvozeni relaci neurcitosti. Predpokladejme, Ze mame dvé nekompatibilni proménné:

A,B—>AB; [A,B]=C. (2.28)

Naleznéme soucin stfednich kvadratickych chyb méfeni:
2 2 AN2 52 l
(A, )" (Aby )™ =W [ (AA) [y Xy | (AB) |yr) =

" R . . A . (*2)
=(AAy | AAY X ABy | ABy ) =|| AAy | || ABy |* >
. N A (*3)
>[( AAy |ABy ) * =|(y | AMAB|y )P =

. . (4)
:|<y/|%(AAAB+ABAA) + %(AAAB—ABAA)|1//>|2 >

1 ~ & A A
2|<«/f|5<AAAB—ABAA>|w>|2 =

1 . , (*5)
=|5<1//|[AA,AB]W/>\ =

- |§<w|[A,éw>\2 -

1 A~
=|5<y/|cw>|2.
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P1i odvozeni byly pouzity tyto triky a postupy (ve vypoctu oznacené hvézdickou):

(1) vyuziti hermitovosti operatori;

(2) Schwarzovo lemma, viz kapitola 3.3.2, vztah (3.165);

(3) rozdéleni na symetrickou (S) a antisymetrickou (D) ¢ast;

(4) symetricka cast S je realna (je souctem dvou navzijem komplexné sdruzenych
¢isel), antisymetricka ¢ast D je naopak ryze imaginarni (je rozdilem dvou na-
vzajem komplexné sdruzenych cisel) a tvoii dohromady komplexni ¢islo, pro
které plati |S+D| = | x+iy | = (x22)12> |y| =|D);

(5) jednotkovy operator v definici AA komutuje s &imkoli.

Po odmocnéni posledniho vyrazu dostavame konecny tvar Heisenbergovych relaci:

1 N
> Ay, Aby, = Iy |Cly)l. (2.29)

Zname-li vysledek komutaéni relace operatort pfisluSicich dvéma dynamickym pro-
ménnym, muzeme z Heisenbergovych relaci urcit miru ovlivnéni jednoho méfeni dru-
hym. Toto vzajemné ovlivnéni vysledkti méfeni zavisi na stavu, ve kterém je systém
pfipraven. Jen jsou-li obé dynamické proménné ve vztahu zobecnénd souradnice —
zobecnénd hybnost, nezavisi vzajemné ovlivnéni na stavu systému:

. h A h h
X,P]=in1 = MAPZE|<W|1|W>|=EI<V/\1//>\=5-

To je nejznamé;jsi tvar relaci neurcitosti

> AxAp zg. (2.30)

Jde o prvni méfitelny vysledek nami budované teorie, ktery obsahuje Planckovu
konstantu. Heisenbergovy relace jsou velmi dilezitym rysem kvantové teorie, se kterym
musime pii posuzovani jevi v mikrosvété pocitat. V Givodu jsme jiz zminili priklad
Stérbiny, kterou proléta paprsek svétla. Je-li Stérbina dostatecné Siroka, nedojde k vyraz-
nému ohybu svétla. Hybnost fotonl ve sméru $térbiny zname témér presné (je priblizné
nulova, fotony leti kolmo na rovinu §térbiny), ale nezname misto, kterym foton §tér-
fotonu, nicmén¢ dojde k ohybu svétla a ztratime informaci o hybnosti fotonu ve sméru
Stérbiny. Akt méfeni polohy zhorsil dostupnou informaci o odpovidajici hybnosti.

Jinym ptikladem je elektron v atomarnim obalu. Je lokalizovany v urcité malé ob-
lasti (fadové 10710 m, piesnou polohu samoziejmé& nezname) a tomu musi odpovidat
urcita hybnost (resp. rychlost) ve shodé s Heisenbergovymi relacemi neurcitosti. Elek-
tron se nemulze napfiklad v atomarnim obalu ,zastavit“. Obdobna situace panuje
v krystalické latce pti velmi nizké teploté. Se snizovanim teploty latky se snizuje chao-
ticky pohyb ¢astic, nicméné tento pohyb se nemtze nikdy zcela zastavit. Pokud by pii
absolutni nule ustal veskery pohyb latky, nachazely by se ionty pfesn¢ ve vrcholech
krystalické mfize (znali bychom pfesné jejich polohu) a nehybaly by se (znali bychom
presné jejich hybnost, byla by nulova). Znalost obou veli¢in odporuje Heisenbergovym
relacim neurCitosti. Krystal bude i pifi absolutni nule vykonavat tzv. nulové kmity.
Absolutni nula neni stav latky snulovym pohybem ¢astic, ale stav s minimalnim
moznym pohybem, ktery ptipoustéji zdkony kvantové mechaniky. Ze stejného divodu

Tvwr

vzdy vykonava alespon tzv. nulové kmity (viz kapitola 2.3).
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Jak jsme vidéli, relace neurcitosti ve tvaru (2.30) plati pro jakoukoli zobecnénou
soufadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost. Neni proto mozné naptiklad soucasné
zméfit u kyvadla uhel a jemu odpovidajici moment hybnosti. Obecné pro kazdé dvé
kanonicky sdruzené proménné (g, p) plati

| 2 Ag Ap 2%. (2.31)

V teoretické mechanice jsme se zabyvali také Lagrangeovou formulaci teorie elektro-
magnetického pole (viz kapitola 1.6). Vid¢€li jsme, ze potencidly elektromagnetického
pole miZzeme chapat jako spojitou zobecnénou soufadnici a Ze knim existuje
odpovidajici kanonicky sdruzena hybnost pole. Pro ob¢ veli¢iny opét plati Heisenber-
govy relace neurditosti, a tak neni mozné, aby ve vakuu bylo soucasné nulové pole i je-
ho kanonicky sdruzena hybnost. Vakuum neni tedy prostor bez poli, ale s minimalnim
mnozstvim riznych fluktuaci vS§ech moznych poli, které nam pripoustéji zdkony kvan-
tové mechaniky. Situace je velmi podobna definici absolutni nuly. Skutecné vakuum
nemuze byt diky kvantové teorii nikdy prazdné, piijde o netrividlni dynamicky systém
plny fluktuaci riiznych poli. Tyto fluktuace se mohou projevovat doc¢asnou kreaci parti
Castice-antic¢astice. Takovy par po dosti kratké dobé€ opét zanikne.

Relace neurcitosti odvozené ve tvaru (2.30) plati pro vSechny tfi slozky polohového
vektoru objektu. V ramci relativity jsou ale prostorové slozky soucasti Ctyfvektoru
(ct, x), stejné tak jako hybnosti jsou soucasti Ctyivektoru (E/c, p). Rychlost svétla
v ¢asové oblasti Ctyfvektord pouze zajistuje, aby mély vSechny Ctyfi slozky stejny roz-
mér. Relace neurcitosti je mozné napsat i pro ¢asovou slozku ¢tyivektort:

> AE At zg. (2.32)

Ve shod¢ s timto vztahem muZze ve vakuu jakoby z ni¢eho vzniknout par ¢astice-anti-
castice s celkovou energii AE, pokud zase zanikne v dobé kratsi nez Ar = 4/(2AE). Ta-
kovy proces sice poruSuje zdkon zachovani energie, jde o jakési vypijceni si energie
z vakua ,na dluh“, nicméné pro nas bude nepozorovatelny, protoze porusuje relace
neurcitosti (2.32). K témto procestim skutecné ve vakuu dochazi, diisledkem neustalého
vzniku a zaniku elektron-pozitronovych parti je naptiklad pozorovatelna polarizace
vakua nebo Lambtv posuv spektralnich car. Spekuluje se o tom, Ze zrychlend expanze
vesmiru, ktera byla objevena Adamem Riessem a Saulem Perlmutterem v roce 1998, by
mohla mit ptivod v netrividlnim chovani kvantového vakua.

Vztah (2.32) mizeme také uplatnit pfi popisu vzniku spektralnich ¢ar v atomarnim
obalu. Pokud pfeskok elektronu mezi dvéma hladinami trvd kone¢nou dobu A¢, nebude
mit vznikly foton pfesné definovanou energii, minimalni neurcitost energie bude
AE ~ h/(2At) a spektralni ¢ara nebude nikdy dokonale ostra — bude mit vzdy konecnou
$ifku danou relacemi neurcitosti (jde o statisticky jev zpusobeny mnoha pieskoky elek-
trontl, jez jsou zodpoveédné za vznik spektralni cary).

Relace neurcitosti plati v podobé (2.29) i pro proménné, které nejsou vzajemné ka-
nonicky sdruzené. Mira ovlivnéni jednoho meéteni druhym potom zavisi na stavu, ve
kterém se systém nachazi. Napftiklad operatory kinetické a potencialni energie zpravidla
vzajemné nekomutuji. To mé za nésledek, Ze neni soucasné pfesn¢ zjistitelna kineticka
i potencialni energie a Castice se mize (na rozdil od klasické fyziky) ,,prehoupnout*
pfes potencialovou bariéru. Jde o tzv. tunelovy jev, ktery je dal§im zajimavym dusled-
kem kvantové mechaniky a jehoz podstata tkvi v Heisenbergovych relacich neur€itosti.
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¢ Priklad 2.1: Gaussiiv vinovy balik

Ukazme nyni, ze pokud ma Castice vlnovou funkci ve tvaru Gaussova baliku, plati pro
ni AxAp = h/2, tj. v Heisenbergovych relacich neurcitosti (2.30) plati rovnost a aktem
meéfeni Ize ziskat maximalni moznou informaci. Veskeré potiebné integraly k vypoctu
jednotlivych krokt tohoto prikladu naleznete v kapitole 3.10.4.

Obr. 2.8: Gausslv vinovy balik

Predpokladejme, Ze vinova funkce ve tvaru baliku ma tvar, ve kterém je zékladni vina
dana funkci cos(kox) a obalka je tvarovana Gaussovou exponencialni funkci:

> w(x) = cos(kox) e_m2 . (2.33)

Vlnovy vektor viny je kg, tomu odpovida z ¢asticové-vinové duality hybnost popisova-
ného objektu Akg. V exponencialni notaci véetné normovani k jedné budou mit vinova
funkce a ji odpovidajici pravdépodobnost tvar, viz vztah (3.576):

- 2
) =Qalx 1/4 elkox e—ax :
y(x) = (2al7) ; o3
wx) =y w = Qaln)? e 29
V piipadé zahrnuti ¢asového vyvoje by nase vinova funkce méla jesté casovou cast.
Spoc¢téme nyni stfedni polohu, stfedni hodnotu kvadratu polohy a stfedni kvadratickou
fluktuaci. Vypocty jsou pfimocaré za pomoci vztahil z kapitoly 3.10.4:

(x) =Ij:xw(x)dx=0;

> () =[P w de=1/(4a) ; (2.35)

Ax=+(x2y=(x)? =14 .

Nasi vlnovou funkci muzeme rozlozit do jednotlivych Fourierovych komponent za
pomoci Fourierovy transformace (3.495) a (3.496)

LT ke

w(x) = E_{o A (k)e™ dk ;
(2.36)

(k)= b i (x)e * dx

. 27 - v .

00
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Vypocet provedeme doplnénim argumentu v exponenciale na ctverec.

A (k) =ﬁ [ yeoe™ dx=

+o0 /4
1 2a i —ax? i
J‘ (_j elk()x e o ikx dx =

1/4 +oo
=;( 2o } +,[ ol —ilk—kg)x/a] g _
T

—oo

I
(Z_Otj (ko) /(4a) J‘ alx-ilk—ko)x/a)? g _
T

EN

—oo

(Z_aj (k=KoY /(4) J' e—alx=x01” g, =
T

i -
3

_ 1 ~(k—ko)?/(4)
= v © '
(2ro)
Pro amplitudu . (k) mame tedy findlni vztah

2
> A () = — (ko) e (2.37)

(27a)"

Amplitudu ./k) lze chépat jako vinovou funkci v k prostoru (resp. v hybnostnim pro-
storu, protoze p = fik) a jeji kvadrat je hustotou pravdépodobnosti v k prostoru:

. 1 —hk)?
wy k)=t =————e (k=ko)"/22) (2.38)
27na)

Snadno zkontrolujeme, Ze pravdépodobnost je jiz spravné normovana, tj. pr(k) dk=1.
Jako dalsi krok ur¢ime stifedni hodnoty hybnosti a kvadratu hybnosti objektu:

(py=]"" mhw, (kydk = kg ;

> (p*)= jf: (nk)* w, (k) dk = hPor+ kg ; (2.39)

Ap=(p*)~(p) =ma.

Nyni jiz mame vse potfebné k sestaveni levé strany Heisenbergovy relace neurcitosti:

> AcAp =g =1 (2.40)

Jaa 2

Gausstv vinovy balik tedy minimalizuje Heisenbergovy relace neur€itosti. Jinymi slo-
vy: minimum Heisenbergovych relaci neurcitosti se nabyva pro Gaussitv vinovy balik.
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2.2.3 Vlastni stavy energie, Schrodingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné 1ze spolecné
méfit a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné
postihnout miru naruseni jednoho métfeni méfenim druhym. Nyni se budeme vénovat
druhé zakladni uloze kvantové mechaniky: nalézt spektrum operatoru energie — hodnoty
energie, které je mozné na systému naméfit. Ulohu mizeme zformulovat napiiklad
takto:

Hin>=E,|n>, (2.41)
LB BL4PRiBT
H= —+rX) = —2 2 1y(X,Y,2), (2.42)
2m 2m
[Xk,xl}:[ﬁk,ﬁl}zo, [xk,ﬁl}:ih:lakl. (243)

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu
(2.41). Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrédinge-
rova rovnice. Operator energie (Hamiltontiv operator) je dan vztahem (2.42). Zakladni
operatory, ze kterych je slozen Hamiltontiv operator, podléhaji komutac¢nim relacim
(2.24), resp. (2.43). Nezalezi prili§ na tom, jaky Hilbertdv prostor zvolime. V pfisti
kapitole uvidime feSeni harmonického oscilatoru v riznych prostorech %, vzdy dosta-
neme stejné spektrum Hamiltonova operatoru. Na daném prostoru je nejpodstatné;si
zvolit Hermitovy operatory zobecnénych soufadnic a hybnosti tak, aby spliovaly ko-
mutacni relace (2.43).

Ukazme si nyni prepis Schrodingerovy rovnice v prostoru £3(®) funkci integrova-
telnych s kvadratem na celém prostoru ®’. Nejjednodudsim operatorem na tomto pro-
storu je operator nasobeni soufadnici. Tento operator ztotoznime s operatorem soutad-
nice:

X:)C; ?:y’ Z=z. (244)

Nyni zbyva nalézt hermitovské operatory pro hybnost tak, aby spliiovaly komutacni
relace (2.43). Operator derivace a operator nasobeni soufadnici splituji v jedné dimenzi
komutac¢ni relaci (viz ptiklad 3.31 v kapitole 3.4.2)

[D,X] =1,resp [X,D] = -1 (2.45)
Je zfejmé, Ze relaci (2.43) splituje v jedné dimenzi operator
> P=—ind/dx. (2.46)

Pokud operator soufadnice zvolime jako pouhé nasobeni soufadnici, ma operator (2.46)
vyznam operatoru hybnosti. Samotny operator derivace neni hermitovsky, ale operator
derivace vynasobeny ryze imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz ptiklad 3.33
v kapitole 3.4.2). Ve tfech dimenzich postupujeme zcela analogicky. Pokud poZaduje-
me, aby operatory soufadnice mély jednoduchy tvar (2.44) a pfitom platily relace (2.43),
musi mit operator hybnosti tvar
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neboli

>

P, =—ihi;
ox
.2
Py =—1h$; (247)
B, ——in
Jdz
P=—ihV. (2.48)

Schrédingerova rovnice (2.41) s operatorem energie (2.42), volbou prostoru #= £(R’)
a operatory (2.44) a (2.47) vede potom na slavnou Schrédingerovu rovnici v tzv. x re-
prezentaci (operator souradnice je reprezentovan nasobenim soufadnici):

712
- V2 4+V(x)
2m

Va(X) = E, p,(x). (2.49)

Reseni Schrodingerovy rovnice pro konkrétni potencial ¥ poskytne spektrum operatoru
energie {E,} jakoZto mnozinu moznych méfitelnych hodnot energie pro dany potencial.

Poznamka 1: Reseni rovnice (2.49) lze nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne
vzdy je viak toto feSeni z prostoru £(®). Je proto vzdy tieba vybrat z moznych
feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna s kvadratem, tj. do nekonecna ubyvaji do-
statecné rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zpisob, jak odhadnout typ spektra pro dany
potencial. Muze-li se v klasické mechanice castice vzdalit do nekonecna, je spekt-
rum operatoru energie spojité. Nemiize-li se ani v jednom sméru vzdalit do neko-
necna, je spektrum operatoru energie diskrétni.

pohyb bez omezeni

pohyb bez omezeni

Obr. 2.9: Pohyby v potencialni energii s minimem

Pripomenme, ze v klasické mechanice se ¢astice mize pohybovat tam, kde je jeji
celkova energie vét$i nez potencidlni. To plyne ze vztahu E=muv2 + V(x). Jde
vlastné o podminku nezapornosti kinetické energie. V nakreslené situaci je pro
E < 1y spektrum energie diskrétni, pro £ > V) spojité.
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UkazKky potencialti

U jednorozmérného potencidlu miize nabyvat poloha objektu x jakékoli realné hodnoty,
tj. plati x € (—o0, +o0)

o

T T T T
X X X X

Obr. 2.10: Ukazky jednorozmérnych potencialt

1. Symetricka pravouhla jama. Castice v jamé ma diskrétni spektrum energie pro
E <1, kde se v klasickém ptfipadé nemtze vzdalit do nekonecna. Tato oblast je zob-
razena Sedou barvou. Pro E > Vy ma castice v tomto potencialu spojité spektrum
energie. Pro nekone¢nou jamu (Vy — ) je spektrum jen diskrétni.

2. Bariéra. Castice se v klasickém piipadé vzdy mize vzdalit do nekoneéna. V kvan-
tové teorii tomu odpovida zcela spojité spektrum energie.

3. Nesymetricka pravoiihla jama. Céstice ma diskrétni spektrum pro E < Vj, kde se
v klasickém pripadé nemtize vzdalit do nekone¢na. Spektrum energie je spojité pro
E >V, kdy se v klasickém ptipadé mize vzdalit bud’ na jednu stranu (£ > Vj a sou-
casné E < V1), nebo na ob¢ strany (£ > V7).

4. Harmonicky oscilator. Harmonicky oscilator ma parabolicky pribeh potencialni

energie. Castice v klasickém piipadé osciluje a nikdy se nemitize vzdalit do nekoneg-
na. Tomu odpovida v kvantové teorii diskrétni spektrum energie.

V nésledujicich ukazkach uvazujeme sféricky symetrické pole, kdy je potencialni ener-
gie jen funkci radidlni soufadnice, tj. V= V(r). Na samotnou radidlni soufadnici klade-
me omezeni » > 0, tj. ¢astice nemize mit zapornou hodnotu radialni soufadnice.

5|y 10} GVVO 7|y 8V
r
1 / r

r

Obr. 2.11: Ukazky tfirozmérnych potencialt

5. Sféricka jama. Castice ve sférické jamé ma diskrétni spektrum energie pro E < ¥y,
spojité spektrum energie pro £ > V. V podobném potencialu se pohybuje naptiklad
neutron v atomovém jadre.

6. Coulombova bariéra. Prubeéh potencialu je kombinaci potencialu sférické jamy

a potencialu Coulombova odpuzovani. V podobném potencialu se pohybuje proton
nebo a ¢astice v atomovém jadre. Céstice ma diskrétni spektrum energie pro £ < VY,
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spojité spektrum energie pro E> Vj. Existuje nenulova pravdépodobnost priniku
vzniklou potencialovou bariérou. Tomuto jevu fikame tunelovy jev. Je zptisoben tim,
ze operatory kinetické a potencialni energie spolu nekomutuji.

7. Coulombiiv p¥itazlivy potencial. Castice ma diskrétni spektrum energie pro
E <0, spojité pro £> 0. V podobném potencidlu se pohybuje elektron v atomarnim
obalu. Stavy se zdpornou energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou vol-
né, tj. elektron neni vazan k atomovému jadru.

8. Sféricky harmonicky oscilator. Castice ma v tomto potencialu jen diskrétni stavy
energie. Systém je pii vychyleni do kteréhokoli sméru vracen do pocatku podle pred-
pisu V(r) = 1/2 kr2.

2.2.4 Rizné interpretace kvantové teorie

Kvantova teorie je prvni teorii, jejiz soucasti je samotny experiment. Neni pochyb, Ze
experiment provedeny v mikrosvété ovlivni objekty mikrosvéta a zméni jejich stav. Pti
experimentu je z mnoha moznych vysledkd méfeni vybran praveé jeden jediny. Zptisob,
jakym k tomu dochazi, je spise filosofickou nez fyzikalni otazkou a rtzné skupiny fy-
zikll maji na priibéh samotného aktu métreni rizné nazory. Kvantova teorie je elegantni
matematickou konstrukcei, jejiz vysledky jsou v mimotfadné pfesném souladu s provade-
nymi experimenty. U mnoha ¢asti kvantové teorie ale zcela selhava nase predstavivost
atzv. ,;zdravy selsky rozum®. Objekty mikrosvéta uz nemtizeme ztotoznit s nasimi di-
vérné znamymi kulickami, maji jiné, mnohem bohatsi vlastnosti. Piikladem muize byt
vnitini moment hybnosti, tzv. spin, jehoz existence plyne z Lorentzovy symetrie (dva
experimenty provedené ve dvou inercidlnich soufadnicovych soustavach, jez se vza-
jemné pohybuji rovnomérné piimocaie, dopadnou stejn¢). Predstavit si spin je témer
nemozné. Dokazeme spocitat, jak se sklada s momentem hybnosti ¢astice, vime jaké ma
projevy, jak zptisobuje Stépeni spektralnich ¢ar v magnetickém poli nebo jak je zodpo-
védny za vazbu molekul. Miizeme si prestavit, ze elektron obiha kolem jadra (moment
hybnosti) a navic se to¢i kolem vlastni osy (spin), ale jde jen o pfedstavu, kterd ma ke
skutecnosti velmi daleko. Elektron ani neobiha kolem jadra a ani nerotuje kolem néjaké
osy. N&kdy je ale i $patna piedstava lepsi nez zadna. Slo o jeden piiklad za vsechny,
v kvantové teorii je mnoho véci nepfedstavitelnych a neuchopitelnych nasimi nedokona-
lymi smysly, které nejsou uzplsobeny pro pozorovani mikrosvéta. V nasledujicim textu
se seznamime s n¢kterymi nazory na ulohu kvantové teorie pfi popisu realného svéta.

Kodanska interpretace

Kodanska interpretace vznikala v Kodani v letech 1924 az 1927. Dnes jde o nejrozsite-
néj$i nazor na kvantovou teorii. Autory kodanské interpretace jsou pfedevsim Niels
Bohr a Werner Heisenberg, ktery byl od roku 1926 Bohrovym asistentem. Kvantova
teorie neni schopna predpovédét presné vysledek méteni, ale jen hodnoty, které je moz-
né naméfit, a pravdépodobnost, s jakou se tak stane. Ta je rovna kvadratu vinové funkce
(2.16). Pfed méfenim je systém v superpozici stavil. Tato superpozice je vSe, co je
mozné se o systému dozveédét. V pribéhu méfeni systém piejde do jednoho ze stavii této
superpozice. Akt méfeni se chova jako projekéni operator, ktery ze superpozice stavii
vybere jednu konkrétni projekci, jeden konkrétni stav. Pokud systém popisujeme za
pomoci vinové funkce, fikame, Ze dojde k tzv. kolapsu vinové funkce.



2.2 Zdkladni principy 133

Pivodni vinova funkce je pfed aktem méfeni rozprostiena v prostoru a poskytuje
nenulovou hustotu pravdépodobnosti (yw*y) vyskytu Castice (objektu) v riiznych mistech
prostoru. V pribéhu méfeni se musi pravdépodobnost dramaticky zménit, nebot’ po
méfeni je Castice lokalizovana v konkrétnim misté x,, kde ji naleznul detektor. Ke stejné
prudké zméné musi tésné pred méfenim dojit u celé vinové funkce. Kolaps vinové funk-
ce se d&je naraz v celém prostoru, a je proto nelokalnim procesem. Pravé nelokalnost
aktu méfeni a viibec nelokalnost kvantové teorie v nékterych situacich byla teréem vel-
ké kritiky zastancti lokalnich teorii (v daném misté je zména ovlivnéna jen nekonecné
malym okolim tohoto mista).

?',,/ "\l
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Obr. 2.12: Paradox Schrodingerovy kocky

Kodanskou interpretaci lze vyuzivat jen pro objekty mikrosvéta. Pti jeji aplikaci na
makroskopické objekty dostavame zjevné nesmysiné vysledky, nejznaméjsi ukazkou je
tzv. paradox Schrddingerovy kocky — myslenkovy experiment, ktery ptedlozil Erwin
Schrodinger. Kocka je uzaviena v nepruihledné krabici, kde je umisténa sklenicka se
smrticim jedem. Kladivo, které skleni¢ku rozbije, je ovladano pomoci ndhodného radio-
aktivniho rozpadu. Po urcité dob¢ je padesatiprocentni Sance, Ze doslo k rozbiti skle-
nicky a usmrceni kocky. Dokud ale neotevieme krabici a nepfesvéd¢ime se o skutecném
stavu kocky, je kocka z hlediska kvantové teorie v superpozici obou dvou moznych
stavl: | mrtva kocka ) a | ziva kocka ). Teprve akt méfeni zpisobi kolaps vinové funkce
kocky a pro nas bude definitivné Ziva nebo mrtva. Z tohoto myslenkového experimentu
je zfejmé, ze kvantovou teorii nemlizeme aplikovat na makroskopicky objekt. Pak ale
nutné vznika otazka: Kde je hranice mezi kvantovym svétem, ve kterém plati kvantové
zékony, a makrosvétem, kde zjevné neplati?
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Klasicka interpretace

Autorem klasické interpretace je Albert Einstein, ktery se nikdy nesmifil se statistickou
(neboli kodaiiskou) interpretaci kvantové teorie. Vyjadiil to znamou vétou: ,,Bith ne-
hraje v kostky.” Podle Einsteina je fakt, ze systém je pfed méfenim v superpozici stavil,
disledkem a odrazem nasi neznalosti vS§ech mikroskopickych parametrti systému. Pti
méfeni pak vybirame jednu z moznosti jen zdanlivé. Ta by byla jednoznacn€ dana,
kdybychom méli veskerou informaci o objektu. O teoriich tohoto typu se hovoii jako
o teorii se skrytymi parametry. Dnes je tato interpretace vyloucena na zakladé potvrzeni
neplatnosti tzv. Bellovych nerovnosti v kvantovych systémech (viz kapitola 2.9.4). Ein-
steinovi i dal$im vadila kromé statistické interpretace kvantové teorie také jeji nelokal-
nost a nemoznost soucasného méfeni nekterych veli¢in. Einstein spolu s Podolskym
a Rosenem zformulovali v roce 1935 myslenkovy experiment (viz kapitola 2.9.3), ktery
m¢él ukézat na vnitini spornost kvantové teorie. Dnesni pohled zde zadny spor nevidi.

Mnohasvétova interpretace

Obr. 2.13: Mnohasvétova interpretace paradoxu Schrodingerovy kocky

Mnohasvétové chapani kvantové teorie zavedl americky fyzik Hugh Everett roku 1957.
Velkym zastdncem a propagéatorem mnohosvetové interpretace byl v 60. a 70. letech 20.
stoleti americky teoretik Bryce DeWitt. Podstatou je mysSlenka, Ze pii méfeni se v na-
Sem svéte realizuje jeden ze stavil superpozice. V jinych paralelnich svétech (vesmi-
rech) se realizuji ostatni moznosti. Vse, co se milize stat, se stane, ale v riznych vesmi-
rech, které paraleln¢ koexistuji. Akt méfeni je tak chapan jako vétveni svétocary objek-
tu. U paradoxu Schrodingerovy kocky je kocka az do provedeni méfeni skutecné v su-
perpozici dvou stavil | mrtva ) a | ziva ). Pokud zjistime, Ze je napriklad | ziva ), bude se
tento stav realizovat v naSem vesmiru. V né¢jakém jiném vesmiru se bude realizovat stav
| mrtva ). Neni jasné, zda tato interpretace pfinasi n¢jaka nova méfitelna fakta.
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Holograficka interpretace

Americko-anglicky teoreticky fyzik David Bohm (1917-1992) vyrazné pfispél k pocho-
peni nelokalnosti kvantové teorie. Objekty, jako jsou subatomarni ¢astice, vnimame
vzajemné oddélené, protoze vidime jen cast jejich reality. Vzajemné sepjeti celku nema
nic spolecného s umisténim Castice v prostoru a v Case, které vnimame. Méfenim na
jedné casti celku se miizeme dozveédét informace o jiné Casti, ktera se nam jevi jako
prostorové vzdalena. Kazda Castice je soucasti tohoto nedilného celku, ktery mél pii
velkém tfesku jednu jedinou vinovou funkci. Dnes je celek je zahrnut do kazdé jeho
&asti. Nelokalnost je proto kvantové teorii vlastni. Casto se pii této interpretaci vyja-
diuje souhrnnym potencialem, ktery vSechny castice ovliviiuji a na ktery kazda z nich
reaguje. VSechno, co existuje ve fyzikalni realité, je uloZeno v mensich ¢astech a vesmir
sam je obrazem tohoto zakladu, ktery mizeme nazvat hologramem (z mensiho celku je
mozné rekonstruovat vétsi celek, ten jiz neni skutecnosti, ale jen jakymsi obrazem sku-
tecnosti, kterou vnimame svymi smysly). Tato interpretace pfinasi novy uhel pohledu na
nelokalnost kvantové teorie a v budoucnu by mohla sehrat roli pfi pochopeni stavby
kvantové teorie.

Interpretace souvisici s védomim

Se zajimavou interpretaci kvantové teorie piisel v roce 1932 mad’arsky matematik John
von Neumann (mj. autor prvniho navrhu architektury dnes pouZzivanych pocitact). Ne-
uman predpokladal, Ze kolaps vinové funkce do urcitého stavu pfi aktu méfeni zptsobi
védomi pozorovatele. Pozorovatel je pfirozenou soucasti kvantového svéta a jeho vé-
domi muze ovlivnit vysledek experimentu. Zastancem této myslenky se stal i mad’ar-
sko-americky teoretik Eugene Wigner. Obecné nebyla tato interpretace mezi fyziky
prijata. Opét je diskutabilni, zda viibec pfinasi nova, métenim ovéfitelna fakta.

Hranice kvantového svéta

Elektron je zcela nepochybné castice kvantového svéta se vSemi svymi podivnymi
vlastnostmi — nékdy se chova jako ¢astice, jindy jako vina, mize byt v nékolika stavech
naraz atd. Pokud mu dame do cesty dvé §térbiny vhodné Sitky a vzdalenosti, neprojde
jen jednou z nich, jako ¢astice makrosvéta. Vyuzije superpozice stavi a projde obéma
Stérbinami naraz. Oba stavy budou poté interferovat, a tak elektron vlastné interferuje
v jistém smyslu sam se sebou. Na stinitku se po dopadu mnoha elektronti objevi inter-
feren¢ni obrazec. Budete-li na dvojstérbinu hazet klasické kaminky nebo kulicky, objevi
se na stinitku jen dvé maxima (proti kazdé stérbin€). Kaminek nemutize byt v superpozici
stavll a nemtize interferovat sam se sebou.

Pokud vysilame dostatecny pocet elektronti, mista jejich dopadu nebudou proti Stér-
bindm, jako u klasickych kulicek, ale vytvoii prouzky obdobné interferen¢nimu jevu
u vinéni. Tyto prouzky nezmizi, ani kdyz bude proud elektrond natolik tidky, Ze bude
v prostoru detektoru v daném okamziku maximalné jeden jediny elektron. Naopak
prouzky zmizi, existuje-li principialni moznost detekce polohy elektronu.

Kde je hranice mezi obéma svéty? Do jakych rozmért se ¢astice chovaji kvantoveé,
interferuji samy se sebou a jsou (pro nas) podivnymi objekty mikrosvéta? A kdy na-
stoupi klasické chovani, které je nam tak diivérné znamé? Experimenty provadéné An-
tonem Zeilingrem a jeho kolegy z Videnské univerzity kolem roku 2005 ukézaly, ze
zadna ostra hranice neexistuje. Védci provadéli experimenty s obiimi molekulami, které
prochézely Talbotovym interferometrem (§térbin je zde vétsi mnozstvi). Nejvétsi mole-
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kula CgoF4g v sobé méla 1 632 nukleond a méla ptiblizné kulovy tvar. Vidensky tym ale
zkousel pouzit i molekuly jinych tvarQ, naptiklad plosnou molekulu porphyrinu.

Obr. 2.14 Molekuly porphyrinu (nalevo) a fulerenu CgoF4g (napravo) pouzivané
pti vicestérbinovych experimentech ve Vidni

Ukazalo se, ze schopnost interferovat sama se sebou tato molekula méla jen tehdy, po-
kud nijak neinteragovala s okolim a nebylo principialné mozné zjistit jeji polohu (kterou
Stérbivou prosla). Interferencni obrazec se objevoval s poklesem tlaku v aparatuie (ne-
bylo mozné detekovat polohu obfich molekul z odrazu atomt atmosféry od téchto mo-
lekul). Interferencni obrazec se také objevoval s poklesem teploty. Pfi nizkych teplotach
jiz molekula nevysilala zadné fotony, ze kterych by se dalo ur¢it, kde se nachazi. Zaveér
je jednoduchy. Objekty se chovaji kvantové, pokud nemohou interagovat s okolim,
a klasicky, pokud interaguji s okolim. V takovém ptipad¢ fikame, Ze maji provazané
stavy s okolim, coz znamena, ze vinovou funkci objektu spolu s okolim nelze separovat
na prosty soucin, v némz jedna ¢ast zavisi pouze na proménnych objektu a druha pouze
na proménnych popisujicich okoli.

Pokud tedy chcete, aby se vas kamarad choval kvantove, stal se vlnou a interferoval
sam se sebou, musite ho zamrazit téméf na absolutni nulu (nebude jiz vysilat zadné
fotony) a dat do vakua, kde s nim nebudou interagovat zadné molekuly okolnich plynti.
V tu chvili nebudete mit s kamarddem zadnou interakci a nebudete védet, kde je. Zacne
se chovat jako kvantovy objekt, bude interferovat sam se sebou a tieba projde i vice
Stérbinami naraz. Alespon soucasné experimenty s obiimi molekulami to naznacuji.
Samoziejmé ale mize existovat né€jaka dalsi principidlni hranice mezi kvantovym
svétem a makrosvétem, kterou jsme zatim neobjevili.
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Detailnéjsi informace o riznych interpretacich kvantové teorie se Ctenaf mize
dozvédét z publikace [31].
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Obr. 2.15: Princip dvojstérbinového experimentu
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2.3 Harmonicky oscilator

Na piikladu harmonického oscilatoru, jehoz klasické feSeni zname z kapitoly 1.3.2, si
ukédzeme typické postupy pfi hledani vlastnich hodnot operatoru energie. Nase uloha je

> A = P—+Ema)2X2, (2.50)

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim priabéhem poten-
cialni energie a zadanymi zékladnimi komutacnimi relacemi mezi operatorem polohy
a hybnosti.

V kapitole 2.3.1 tlohu vyfeSime v ramci klasické Schrédingerovy vinové mecha-
niky. Za Hilbertaiv prostor zvolime prostor £*(®), volba operatort (2.44) a (2.47) po-
vede na Schrodingerovu rovnici (2.49) v jedné dimenzi. Reseni této rovnice se provadi
rozvojem do nekoneénych fad, které je tfeba ,,ofiznout™ tak, aby feSeni bylo z prostoru
L£X(R), tj. integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskame spektrum operétoru energie.

V kapitole 2.3.2 si ukazeme feSeni tlohy (2.50) bez volby reprezentace. Nebudeme
viibec volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace
ulohy (2.50). Uvidime tak, Ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatna. Pfi
tomto pfistupu si zavedeme kreac¢ni a anihilaéni operatory, které svym ptisobenim po-
souvaji energii o jednu hladinu vySe ¢i nize. Tyto operatory jsou v kvantové teorii velmi
uzitecné, a proto se s nimi seznamime jiz nyni u jednoduchého piikladu harmonickych
oscilaci.

V kapitole 2.3.3 si ukdZeme feSeni lohy (2.50) na prostoru (2 nekone¢nych poslou-
pnosti scitatelnych s kvadratem (v rdmci tzv. Heisenbergovy maticové mechaniky).
Operatory zde budou nekonecné matice. Mozna se vam zda obtizné hledat vlastni ¢isla
nekone¢nych matic. Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime
vlastni vektory pfislusného operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru dia-
gonalni. Vlastni ¢isla diagonalnich matic se hledaji velmi snadno — jsou to pravé prvky
na diagonale.

Tremi riznymi zpusoby tak uvidite feSeni jednoho a téhoZz problému. V kvantové te-
orii jde totiz o vnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet
provadime.

2.3.1 Resen{ pomoci vlnové mechaniky (Schrédinger)

Hamiltonova funkce jednodimenzionalniho harmonického oscilatoru je dana souctem
kinetické a potencialni energie (1.31)
2
1
H(x, p) =L+ —ma?x* . 2.51)
2m 2
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Hamiltoniiv operétor je v prostoru £*(—ee, +o0) potom dan jednoduchou relaci
> H=-——+—maw’x’. (2.52)

Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkci w(x) z prostoru £2(—oo, +o0) ma
jednoduchy tvar

[—E§+%ma)2x2J v(x)=Ey(x). (2.53)

Jde o obyc¢ejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu s nelinearnim koeficientem
u nulté derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:

2 2.2
Ay | 2mE_me” 2y, g, (2.54)
x>\ n*

Rovnici budeme fesit ve ctytech krocich:

1. substituce ve vnitini (nezavislé) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni* rovnici.
Presunime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy moo,  2E, o (2.55)
mo 4.2 h ho
n
a proved’'me substituci
I iy (2.56)

po které Schrédingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar

d? 2E
é—gzy/mw:o, A=z (2.57)

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné

V zévislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd zohledni chovani vinové
funkce pro § — oo, Pro velka § miizeme zanedbat posledni €len v rovnici (2.57) oproti
predposlednimu. Pfiblizné plati

2 2
Eoto = j?yzl—fzy/zo = erig 2.

(feSeni sta¢i dosadit do ptivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami &).
Kladné z nalezenych fedeni evidentné neni z prostoru 7, integral z kvadratu pies cely
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prostor by byl nekone¢ny. Vinova funkce se tedy pro velka & musi chovat jako funkce
exp[—¢2]. To nés piivadi k substituci pro zavislou proménnou

)
v = u@), (2.58)

po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u =2 +(A-Du=0. (2.59)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné & V principu by z matematic-
kého hlediska bylo v potfadku fici ,,v rovnici (2.54) provedeme substituce (2.56) a (2.58)
a vyslednd rovnice je (2.59)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukazali, jaké pohnutky nas
k témto substitucim vedou, protoze postup je obdobny i u jinych pribéht potencialni
energie.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady
Regeni rovnice (2.59) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

oo

u(@ =Y cé.

k=0

Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci

W& = ke &7 W@ =Y kk—1)c EF2

k=0 k=0

Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.59):

S k(k=1e, EF2 =3 2k, EF+ (-1 ¢ €4 = 0.

k=0 k=0 k=0
Jednotlivé cleny upravime tak, aby mocniny proménné & byly stejné (v prvnim ¢lenu
polozime k—2 =[):

i (1+1)(1+2)c,+2§’—i21c,§’+(/1—1)icw§1 = 0.
1=0 1=0

1==2

Prvni dva ¢leny prvniho souctu jsou nulové, a proto miizeme spodni hranici posunout na
hodnotu /= 0:

i[(1+1)(1+z)c,+2—(21+1—/1)c,]§l =0.
=0

Ma-li byt polynomidlni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zévorce. Ziskdvame tak rekurentni relaci pro
koeficienty ¢, nasi fady:

(2I+1-2)

| 2 Cjin = .
2= +na+2) !

(2.60)
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Budeme-li znat koeficienty cg a c1, budeme znat celé feSeni, protoze z rekurentni relace
muizeme spocitat
o = Cp,Cy,Cqs -

4] = C3,C5,C7,5 ...

Koeficienty cg a ¢ tak hraji roli dvou integracnich konstant feseni diferencialni rovnice
(2.59) druhého tadu. Suda cast fady se pocita z cg a lichd z c;.

4. ofiznuti rady

Nalezené feseni je ve tvaru nekonedné mocninné fady. Resi sice piivodni rovnici, ale
neni z prostoru £°. Aby bylo feSeni z £* (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada
konecna, tedy polynomialni. Prakticky to znamena, ze koeficienty fady musi byt od
uréitého /=n nulové. V rekurentni relaci (2.60) bude citatel pro toto /=n nulovy
a veSkeré odvozené koeficienty ¢; s / = n nulové. Vidime, ze nebude mozné takto ,,ofiz-
nout“ soucasné sudé i liché ¢leny fady. Proto jsou mozna jen suda (co # 0, c; = 0) nebo
jen licha feseni (co =0, ¢1 # 0) predstavujici sudy nebo lichy polynom stupné n. Pod-
minka ofiznuti (nulovost Citatele) v (2.60) je 2n +1— 41 =0 a plyne z ni po vyjadieni A
spektrum energie harmonického oscilatoru:

> E,=(n+1/2)ho. (2.61)

Obr. 2.16: Spektrum harmonického oscilatoru

Poznamka 1: Nezapominejte, ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) je po ce-
lou dobu vypoctu schovana v bezrozmérné konstante (vlastnim cislu) /.

Poznamka 2: Sama Schrodingerova rovnice ma feseni pro kazdou hodnotu ener-
gie. Tato feSeni ale nejsou integrovatelna s kvadratem, az vybér integrovatelnych
funkci (ofiznuti fady) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro né-
které vybrané hodnoty energie ubyva feSeni v oblasti teo dostateéné rychle, aby
bylo integrovatelné s kvadratem). Tato situace je typickd pro spojité pribéhy po-
tencialni energie s minimem.

Poznamka 3: Zakladni hladina energie Eg = /2 je nenulova! Ani pfi nulové ab-

solutni teploté¢ neni harmonicky oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity
(napriklad oscilace krystalové mtize). Pii absolutni nule se hmota nachazi ve stavu

v

muzeme znat soucasné polohu (nulovou) a hybnost (také nulovou).
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Poznamka 4: Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovol-
nych sousednich energetickych hladin je AE = E,+1—E, = hw: To je pravé znamy
Plancktiv vztah z pocatku 20. stoleti. Energie jakychkoli kmiti se nemize meénit
spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = ho. (2.62)

Poznamka 5: Zde se také nachazi jedna z prvnich moznosti experimentalniho ur-
¢eni Planckovy konstanty méfenim energetickych kvant (naptiklad pfi fotoelek-
trickém jevu: vyrazeni elektronti z povrchu kovu za pomoci kvant energie elektro-
magnetického zafeni — fotontl). Zatim byla Planckova konstanta jedinym neurce-
nym parametrem zakladnich postulati kvantové teorie. Planckova konstanta se sa-
mozrejmé vyskytuje i v jinych vztazich.

Poznamka 6: Polynomialni feseni, ktera jsme nasli pro funkei u, se nazyvaji Her-
mitovy polynomy a oznacujeme je Hy,(¢). Pro dané n nejprve uréime bezrozmérné
vlastni ¢islo 4,

2E, 2(n+1/Q)ho

= 2n+1
< ho hw

a z rekurentni formule (2.60) ur¢ime pomoci ¢y nebo c; (podle toho zda jde o sudy
¢i lichy polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y #0, ¢; =0 nebo ¢g =0, ¢; #0
se nalezené polynomy nazyvaji Hermitovy. Prvnich né€kolik Hermitovych poly-
nomu vychazi:

Hy(§)=1, Hy(&)=E-2/3&3,
H(&)=¢, Hy(&)=1-4E2+4/3¢%,
Hy(&)=1-2£%,  Hs(&)=&-4/3E3+4/158° ..

Koeficienty ¢y a ¢; jsme volili rovny jedné. Stupent polynomu n udéva soucasné
pocet nulovych bodi polynomu (pocet prusecikii s osou &).

Poznamka 7: Hermitovy polynomy se snadno pocitaji nenormované z rekurentni
formule

H,11(§) =26 H, (&) —2nH, 1 (S) .
Pro prvni polynomy vychazi:
Hy(&)=1, Hy(£)=88"~12¢,
H\($)=2, Hy(§)=165" 487 +12,
Hy(&)=4E* -2,  Hy(&) =328 -160&% +120& ...
Normovaci koeficienty vinové funkce H, (&) exp[—¢2/2]) jsou dany vztahem
1

%n [12 ’
T n2"
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Poznamka 8: Celkové feSeni spektralniho problému je

E, z(n-#lj ho,
2 (2.63)
Iny=w (&) =a,H,(E)e s 2 n=0,1,2,...

Vlastni funkce (&) tvorfi pfirozeny Gplny ortonormalni systém na Hilbertovée pro-
storu £2(—eo, +o0), ktery pro & — +eo , dosti rychle“ ubyva k nule.

Poznamka 9: Hustota pravdépodobnosti, ze Castice kmitajici s energii £, (oscila-
tor ve stavu | 7 ) ) se nachazi v poloze x (resp. bezrozmérné poloze &), je dana vyra-
zem wy, = W, yy. Pro nékolik prvnich stavii je vykreslena na obrazku. Pravdépo-
dobnost ma oscilujici charakter a existuje mala nenulova pravdépodobnost vyskytu
oscilatoru 1 za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro systémy s nizkou
teplotou a je zcela odlisny od klasického feseni. Pro velké energie (vysoka n) by se
mela kfivka blizit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.36). Vidime
vsak, ze oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znacné mnozstvi bodd, ve kte-
rych je kvantova pravdépodobnost nulova. Nic takového vSak u makroskopickych
systémt nemetime. Proc? To je dano rozliSovaci schopnosti makroskopickych pii-
strojil. Zadny piistroj nebude méfit polohu s takovou presnosti, aby registroval
jednotlivd minima pravdépodobnosti u vysokych energetickych stavii. Pristroj ve
skutecnosti urcuje polohu s kone¢nou presnosti, do které se vejde fada minim a re-
gistruje jen stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je prave klasicka
ktivka, ktera je na obrazku znazornéna Sedou oblasti.

w w

b d el

W

iy A

Obr. 2.17: Kvantova pravdépodobnost vyskytu oscilatoru. PovSimnéte si, Ze na okrajich je
(s vyjimkou zékladniho stavu) pravdépodobnost maximalni. Viz také obrazek 2.18.
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2.3.2 Reseni bez volby reprezentace (Dirac)

Ulohu (2.50) budeme nyni fesit obecné. Hamiltontiv operator nejprve prepiseme do bez-
rozmérného tvaru:

A(XP) = tmo' X+ > =105, LB e

H
2 2m ho | 2h 2mhw

Prevedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dal$i tivahy by bylo
mozné provadét i s rozmérovym hamiltonianem a vSechny nasledujici vztahy by se
lisily o konstantu /e, kterou jsme hamiltonian vydélili. Divodem je to, Ze vztahy zis-
kané z bezrozmérného hamiltonianu jsou ponc¢kud nazorngjsi. Pro komutujici ¢isla je
mozné soucet kvadratl ,,odmocnit* pomoci vztahu a2 + b2 = (a +ib)(a — ib). U nekomu-
tujicich objektl neni situace tak jednoducha. Zaved’'me operatory:

a-= m—w)A(-i—i ! |5;
\ 2% 2mhw

> (2.65)

éTE ’m_(() )A(—i ! |s
2h 2mha

Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi dilezité. Nazyvaji se anihilacni
a krea¢ni operatory (smysl tohoto nazvu uvidime za chvili). Krea¢ni a anihila¢ni opera-
tory, jako jedny z mala v kvantové teorii, nejsou hermitovské a nepiisobi tedy v obou
¢astech skalarniho soucinu stejné. Kreacni operator je hermitovsky sdruzenym operato-
rem k anihilaénimu. Plati pro n¢ nékteré dilezité relace, naptiklad:

. H O
1 ala=—-—,
O ho 2
@ aat=H,L
ho 2
5 /] N A
3 X=|—(at +a ,
®) me( )
> (2.66)

4

(6)
7) [é,é*} - 1.

p
(5) [H,é} - —hoa,
[ i

Dutkaz vSech relaci je trividlni. Staci jen dosadit z definice krea¢nich a anihilacnich
operatorii &, & (2.65) a vyuzit zdkladni komutaéni relace

[X,P]=i%k1.
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Relace (1) a (2) jsou zobecnénim vztahu
a2+ b2 = (a+ib)(a —ib)

pro nekomutujici objekty a predstavuji formalni odmocnéni hamiltonianu. Kreacni
a anihilacni operatory jsou linedrni kombinaci operatoru soufadnice a operatoru hyb-
nosti. Proto je mozné naopak operatory soufadnice a hybnosti vyjadfit jako linearni
kombinaci kreacnich a anihila¢nich operatord — viz relace (3) a (4). Zname-li kreacni
a anihilaéni operator, mizeme z relaci (1) az (4) zpétné zrekonstruovat také hamilto-
nian. Komutac¢ni relace (5) az (7) vyjadfuji zakladni vlastnosti kreacnich a anihilacnich
operatorti: Uvidime, Ze relace (5) znamena, ze anihila¢ni operator posouva stavy sys-
tému o energetickou hladinu %w dold a relace (6) znamena, Ze kreaCni operator posouva
stav o energetickou hladinu /e vzhtru. Relace (7) je potom vzajemnym vztahem mezi
anihila¢nim a krea¢nim operatorem.

V nésledujici vé&t& dokazeme, Ze operator @' je kreaénim operatorem, tj. posouva
energetické stavy o jednotku vzhiiru (kreuje, vytvafi energetické kvantum).

Véta o kreacnim operatoru

Ptsobenim kreacniho operatoru na vlastni stav energie se posuneme do nasledujiciho
energetického stavu. Necht H|n)=E, |n ), potom &t |n)~|n+1).

Diikaz:
VRO ) X
Ha'|n) = @TH+hwa") n)y=@'E, + hwa")|n)=(E, + hw)a'|n)
U
et .
a'|n)=(E,+hw)a'|n)
U
at|n>~|n+1>. n

Zcela analogicky mizeme z relace (5) v sad€ (2.66) ukazat, ze pro anihilacni operator
platia|n)~|n—1). Zavedeme-li normovaci konstanty (poZadujeme, aby vSechny stavy
byly normovany k jedné, tj. tvofily ortonormalni bazi z vlastnich vektor operatoru
energie), miizeme posouvani v energetickém spektru provadéné krea¢nim a anihilaénim
operatorem jednoduse zapsat jako rovnosti

al |ny = o |n+1),
(2.67)
ajn)y = a,|n-1).

Normovaci konstanty a ur¢ime pozdéji. Nyni naSe usili zaméfime na nalezeni spektra
Hamiltonova operdtoru pro harmonicky oscilator, aniz bychom specifikovali volbu
prislusného Hilbertova prostoru.

Hamiltonliv operator je souctem kvadrati dvou Hermitovych operatord a je proto
pozitivné definitni, tj. jeho vlastni ¢isla jsou nezdporna. Krea¢ni a anihilaéni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetické kvantum). Musi tedy
kladni stav a oznacujeme ho | ZS ). Zaptisobime-li na zakladni stav anihilaénim opera-
torem, musime dostat nulovy vektor |0)s nulovou velikosti, ktery netvoii paprsek
aneni zadnym fyzikalnim stavem, protoze v zékladnim stavu jiz neni co anihilovat,

N



146 Kvantovd teorie

H|ZS)=E,|ZS); a|ZS)=]0).

Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skalarni souc¢in prvku se sebou samym):

e (2.66.1) H 1
(ZS|a1a|ZS)=0 = (ZS|——-=1ZS)=0 =
hao 2
1 - 1 - Ey 1
—(ZS|H|ZS) — =(ZS|1|ZS)=0 = — ——[(ZS]|ZS)=0 =
hao 2 hao 2
E
_0_l=0 = E0=h_w_
hw 2 2

Zname-li hodnotu zékladniho energetického stavu, mizeme dalsi hodnoty energii ziskat
pusobenim krea¢niho operatoru, ten posouva v energii o konstantu 7w, je tedy jasné, ze

El = E0+ha) =%hw,

E2 = EO +2ho :gha),

1
En:E0+nha)=[n+Ejha); n=0,12,...

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operatoru,
resp. jen z formulace ulohy (2.50). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, kon-
krétni HilbertGv prostor. Krea¢ni a anihila¢ni operatory, se kterymi jsme se zde poprvé
setkali, maji znaény vyznam v kvantové teorii pole, kde pomoci podobnych operatori
kreujeme a anihilujeme jednotlivé Castice pfitomné v systému. Zde u harmonického
oscilatoru jen kreujeme €i anihilujeme energetické kvantum a tim se dostdvame o jednu
hladinu vyse nebo nize. Aby nase odvozeni bylo uplné, uréime na zavér normovaci
konstanty ve vyrazu (2.67). Vyjdéme ze zékladnich relaci pro oba operatory

al|n) = af [n+1y,
ajn) = a,|n-1).

Nejprve uréime kvadraty obou relaci

2
(n+l|n+l),

.
(n|aal [n) = ‘an

n 2
(n|afa|n) = ‘an (n=1|n-1y.

Souciny operatorti nalevo vyjadiime ze vztahti (1) a (2) sady (2.66):

H 1 L2
nl— +—|n) =| o n+lln+l1),
(nl=" v 2im) =] ah| " (nrtlnen)
H 1 12
nl—-—-—|n) = | o n—1|n-1).
(nl=m =2 iny = | | (n=1in-1)
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Nalevo zaptsobime Hamiltonovym operatorem a dostaneme

E, 1 ‘ +]2
— + —Knln)=|o
( heo 2 j {nln) "
E, 1 ‘ —?
— - = (n|n) =|«
( ho 2 j {rln) "
Z pozadavku normovanosti vlastnich vektor operatoru energie k jedné mame:

zz(ﬁgj:[wﬂ/ﬂ%}:m,

hao 2 hao

2 (E, 1\_(m+/D)he 1 .
ho 2 ho 2
Fazovy faktor pfi odmocniovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost

vektoru neovlivni). Vysledné piisobeni kreac¢niho a anihilacniho operatoru (2.67) vcetné
normovaci konstanty tedy je:

(n+l|n+1),

(n—=1|n-1).

+

K

@

aT|n) Nu+l|n+l),

> (2.68)

aln) = Jn|n-1).

Tento vysledek si mizete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy potradové ¢islo
vyssiho energetického stavu z obou stran rovnice. Zajimavé vlastnosti ma jesté jeden
operator:

> N=a'a. (2.69)
Zapusobme timto operatorem na stav | n >, s vyuZitim relaci (2.68) dostaneme
Nin) =alaln)y=vna'|n-1)=Vnn|n)=n|n).

Vlastnim ¢islem tohoto operatoru je pocet kvant pritomnych v daném energetickém
stavu. V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operdtoru poctu castic a plati
pro ného vztah

> Nin) = n|n). (2.70)

2.3.3 ReSeni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

vvvvv

nych posloupnosti smtatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory ctver-
cové matice nxn. Na prostoru nekonecnych posloupnosti (n — ) budou operatory
nekone&né rozmémé matice. Ukol tedy je: najit nekoneéné rozmérné matice X, P, H,
které vyhovuji uloze (2.50). Tyto matice nemusime hledat ,,na zelené louce®. S tim co
vime o kreaCnich a anihilacnich operatorech, je snadno zkonstruujeme. Nalezneme je
v energetické reprezentaci — to znamena, ze ur¢ime maticové elementy operatord po-
lohy, hybnosti a energie v bazi vytvofené z vlastnich vektord Hamiltonova operatoru.
Vsechny tfi operatory umime zkonstruovat pomoci kreacnich a anihilaénich operatora
podle relace (2.66). A pusobeni krea¢nich a anihila¢nich operatord na zvolenou bazi
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také zname — viz relace (2.68). Konstrukce elementt pfislusnych matic je tedy viceméné

trivialni zalezitosti:
~ h At LA
Xy =CkIX| D)= |=——(k|(aF +a) 1) =
2m @

= /L(\/l+1(k|l+1>+\ﬁ<k|l—1))=
2mw

=\/ ! (Vl+15k 11+ 8, 1—1), k,1=0,1,2....
2mo ’ ,

Operator polohy jsme nejprve vyjadtili z (2.66) pomoci krea¢niho a anihilaéniho opera-
toru a poté jsme jimi zaptisobili ve shod¢ s (2.68). Obdobné¢ mame pro hybnost

Py =(k|B|l)=i ’”2“’

<k|(é*—é)|z>=

=i /’”Z“’ (VI+1Ck 141y =Nk [1-1)) =

:i«/lew (\/l+16k,l+l_\/z§k,l—l)9 k,l=0,1,2...

Jako posledni nalezneme matici odpovidajici Hamiltonovu operatoru. Tato matice jako
jedind musi vyjit diagonalni, protoze jde o bazi z vlastnich stavii operatoru energie:

Hy, =<k|ﬁ|1>=hw<k|(57‘é+%)1>=---
1
= (1+5jha) 6]{[ 5 k,l=0,1,2....

NapiSme si nyni nalezené matice:

o V1 0 o -
Voo 2 o
7
X=|—| 02 0 BB ,
2m @
0 0 3 0

0 -1 0 0

Voo 2 o

. ho
P=11/mT 0 2 0 -3 ,

0 0 3 o
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2
0 3hw 0
H = ’ 5h
0 0 Jhw
2

Oveéite si, ze skutecné [X, P]=1i%1 a ze také plati H = P/2m + ma*X*/2 podle poza-
davki ulohy (2.50). Ze znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici uréit
ptimo z této relace. Posledni co zbyva, je nalézt vlastni ¢isla matice H. Tato tiloha je
mimotadné jednoducha. U diagonalni matice jsou vlastni ¢isla pravé prvky na diago-
nale. Vypocet je jednoduchy:

Hly)=Ely) = MH-1E)|y)=0 = det(H-1E)=0 =

(e - o -

Enz(n+%jha) , n=0,1,2,...

Opét tedy mame vztah (2.61) pro spektrum harmonického oscilatoru.

Obr. 2.18: Hustota pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru od zakladniho do 20. stavu. Spodni
prouzek odpovida zdkladnimu stavu, horni 20. stavu. Bilou barvou je kdédovana minimalni
pravdépodobnost, ¢ernou maximalni pravdépodobnost vyskytu. V bodech obratu (na parabole)
je zjevné pravdépodobnost vyskytu ¢astice nejvyssi. Zdroj: Wikipedia.

oo000000000000000000000000o
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2.4 Jednoduché jednorozmérné systémy

V realné situaci se ¢astice tu a tam ocitne v minimu potencialu. Pro obecny tvar poten-
cialu neni analytické feSeni mozné, a tak pfichazi na fadu nejriznéjsi aproximace. Po-
tencial je mozné v okoli minima nahradit parabolickou zavislosti a vyuzit znamé feseni
pro harmonicky oscilator. Jinou moznosti je nahrazeni prubéhu potencidlu pravouhlou
jdmou. Schrodingerova rovnice na prostoru £2 vede na diferencialni rovnici s konstant-
nimi koeficienty, jejiz feSeni je mimotfadné jednoduché. Slozitéjsi je navazani feSeni
v riznych oblastech, které v ptipadé jamy konecné vysky vede na celkem elegantni
grafické feSeni energetickych hladin. Pokud bude jama uzka a vysoka, mizeme ji v prv-
ni aproximaci nahradit nekone¢nou potencidlovou jamou a pak je celé feSeni mimo-
fadné jednoduché.

2.4.1 Nekonec€na jama

Predpokladejme pohyb ¢astice v potencialu nekone¢né pravouhlé jamy
0; xe(0,L),

V(x)={w; e (0.1). (2.71)

Jde samoziejmé o fyzikalni idealizaci, kterou ve skute¢né pfirod¢ nenajdeme. Potencial
rozdélime na tfi oblasti podle obrazku:

V,E A A

0 L X

Obr. 2.19: Nekonecna pravouhla jama

V oblastech I a III je potencial nekonecny a jedinym moznym feSenim bezCasové
Schrodingerovy rovnice je y = 0. Z fyzikalniho hlediska to znamena, Ze pravdépodob-
nost vyskytu ¢astice mimo jadmu je nulova. Kdyby byla jdma konec¢na (tj. kone¢ny po-
tencial vné jamy), byla by vlnova funkce w v tésné blizkosti hranice jamy nenulova.
Céstice by méla sice malou, ale nenulovou pravdépodobnost existence i za hranici jamy.
V oblasti Il ma Schrédingerova rovnice (2.49) tvar

_ndy

=Ey, 2.72
42 v (2.72)

ktery Ize upravit na standardni rovnici kmitd v proménné x
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2
d—'/z’+k2y/=0; K=" (2.73)
dx h

jejiz fesenti je
W =Acoskx+ Bsinkx. (2.74)

VInova funkce musi byt spojita na obou hranicich jamy, jinak by prvni derivace vinové
funkce byla derivaci skoku, tj. distribuci, a druha derivace by se dokonce chovala jako
derivace distribuce, coz odporuje ptivodni rovnici (2.72). Proto musi platit okrajové
podminky y(0) = 0, w(L) = 0, ze kterych plyne

A4=0; kzn%; n=1,2,3... (2.75)

Kvantovani je pravé dusledkem aplikace okrajové podminky. Hodnota k%, ve které je
podle vztahu (2.73) ,,zakuklena“ energie, nemiize nabyvat libovolnych hodnot. Pod-
minka (2.75) tedy neni nic jiného nez kvantovaci podminka pro energii:
22

> E,,:”h2 n: o n=1,2,3... (2.76)

2mL
Zakladni hladina energie je, podobné jako u harmonického oscilatoru, nenulova. Divo-
dem jsou opét Heisenbergovy relace neurcitosti — ¢astice pohybujici se v jamé je lokali-
zovana v kone¢né oblasti a nemiize proto mit nulovou hybnost nebo energii. Pro n =10
by bylo feseni nulové, tedy ve sporu s tim, Ze v jame je pfitomna castice. Na rozdil od
harmonického oscilatoru neni spektrum energie ekvidistantni a s rostoucim ¢islem n
rozdil dvou sousednich hladin energie roste. Samotna vlnova funkce ma tvar

W, (x)=Bsink,x=B sin(n%xj. 2.77)

Resenim jsou celé paprsky v Hilbertové prostoru £2. Z nich vybereme jednotkové vek-
tory splilujici

& 2

waly,)=1 = Istinz(nﬁx/L)dx=1 = B=\T

0
Normovaci konstanta by mohla mit po odmocnéni i zdpornou nebo komplexni hodnotu.
Vzhledem k tomu, Ze tkolem bylo vybrat néktery z jednotkovych vektori paprsku,
mizeme pouzit jakékoli feSeni. Vysledné feseni v oblasti II tedy je

2 .
| 4 |n>:l//n(x): —sm(nzxj; n=123... (2.78)
L L
Pro pravdépodobnost vyskytu ¢astice v jamé (v oblasti IT) potom mame
* 2 .
> w,(X) =v.w, =Zsm2[n%xj; n=1,2,3... (2.79)
Prubéh prvnich tii feSeni naleznete na obrazku 2.20. Je zjevné, ze uvniti nekone¢né pra-

vouhlé jamy existuji mista, kde je pravdépodobnost vyskytu ¢astice nulova (stejné jako
u harmonického oscilatoru). Mimo oblast jamy se ¢astice nevyskytuje vitbec.
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0 L2 + L 0 L2 +L

Obr. 2.20: VInové funkce (nalevo ) a pravdépodobnosti (napravo) prvnich tii stavl

Pokud budeme stfedovat polohu pies pravdépodobnosti w;,, snadno zjistime, ze pri-
mérna poloha ¢astice je pfesné uprostied jamy, a to nezavisle tom, ve kterém energetic-
kém stavu se Castice nachazi:

L L
> <x>=<n|x|n>=fl/fot//ndx:jﬁsinz(nij)dxzﬁ. (2.80)
7 oL L 2

¢ Priklad 2.2: Elektron v jamé

Elektron v polovodici se nachazi v elektrickém poli, jehoz potencial ma tvar vysoké ja-
my o Sifce 1 nm. Urcete prvni tfi hladiny energie. Poté feste pro jamu s Sitkou 1 mm.
Naleznéte energeticky rozdil mezi tfeti a druhou energetickou hladinou.

ReSeni: Hodnoty uréime ze vztahu (2.76):

Sitka E1 E> E3 AEp3

1nm 6x102°J=0,38eV | 1,5eV 3,4eV | 1,9eV

1mm |6x10°2J=0,38peV | 1,5peV | 3,4peV | 1,9 peV

Pro jamu o Sifce 1 nm je kvantovani podstatné a hodnoty energetickych hladin jsou
srovnatelné s energii elektronu v atomarnim obalu. Pro jamu Sirokou 1 mm jsou energie
o mnoho tadi nizsi a rozdily mezi energetickymi hladinami béznymi prostiedky nepo-
zorovatelné.

2.4.2 Konecna jama

Jinou aproximaci potencidlového minima je konec¢na jama. Jde o vyhodné pfiblizeni
naptiklad pro interakce neutronti a protont v atomovém jadre, i kdyz zde bychom
spravné méli fesit tfirozmémou koneénou jamu. Sitka jamy je v tomto piipadé piiblizng
10" m, coZ je zhruba dosah silné interakce. Narozdil od nekoneéné jamy nelze spekt-
rum energie urcit analyticky. Nastésti existuje jednoducha geometrickd metoda, ktera
vede k nalezeni spektra. Budeme piedpokladat, ze jama je orientovana symetricky vici
pocatku soufadnicového systému, coz nam usnadni zavéreny vypocet spektra. Vypocet
se opét rozpadne na tii oblasti, ve kterych budeme postupovat obdobné jako u neko-
neéné jamy. Prvni i druha derivace vinové funkce musi byt na rozhrani spojita, jinak by
druha derivace ve Schrodingerove rovnici byla nepiipustnou distribuci.
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Budeme tedy fesit Schrodingerovu rovnici s potencialem konecné jamy:

0; xe(-L/2,L/2),
Vo; xe (=L/2,L/2).

2 342
—h——z Vv =Ey, V(x)={
X

o (2.81)

V jednotlivych oblastech I, II a III je potencidl konstantni a fesSeni je jednoduché.
V oblastech I a III je feSeni kombinaci rostouci a klesajici exponencialy, v dané oblasti
je vzdy jen jedna z téchto funkci integrovatelna s kvadratem a druhou je nutné vyloucit
(polozit konstantu u ni rovnou 0). V oblasti II je feseni slozené z funkei kosinus a sinus:

wi(x)=Ce™; xel, h? E—Zm(VOz—E) ;
wy(x) = Acoskx+Bsinke;  xell, : 2mEh (2.82)
i (x)=De ™" ; xelll, ko= W

Podminky spojitosti na levé a pravé strané jdmy vedou na rovnice
yu(=L/2)=y1(-L/2);
yn(+L/2) =y (+L/2);
yi(=L/2)=y{(-L/2);
Wi (+LI2) =yl (+L12).

Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami 4, B, C a D:

(2.83)

Acos (KL/2) - Bsin (kL/2) = Ce "%
Acos(kL/2)+ Bsin (kL/2)=De "2 ;
+Aksin (kL/2)+ Bk cos (kL/2) = Che "2 ;
— Aksin (kL/2) + Bk cos (kL/2) = —Dhe /2 .

(2.84)

Nyni prvni dvojici rovnic secteme a odecteme. S druhou dvojici udélame totéz:
2Acos(kL/2)=(D+C) o hLI2 :
2Bsin (kL/2)=(D-C) e—hL/z :
2Bk cos(kL/2)=(C—-D)h e hLI2 :
2 Ak sin (kL/2) = (C+ D)h L2

(2.85)

v,E A
If) ..............

-L/2 0 L2 X

Obr. 2.21: Konecna potencialova jama
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Pokud je konstanta 4 rizna od nuly, mizeme provést vypocet z prvni a posledni rov-
nice, pokud je rizné od nuly B, z druhé a tfeti rovnice:

A#£0 = ktg(kL/2)=h,

(2.86)
B#0 = kctg(kL/2)=-h.

Pokud by byly obé konstanty nenulové, dostaneme se ihned do sporu. Pokud by byly
ob¢ konstanty nulové, mame jen nulové feseni pro vinovou funkci. V tGvahu tedy pfi-
chézeji jen dvé moznosti

1. A+#0, B=0.Podle (2.82) jde o feSeni suda.
2. A=0, B#0. Podle (2.82) jde o feSeni licha.

V obou piipadech je uz snadné dopocitat z (2.85) konstanty C a D. Posledni konstantu 4
(v ptipadé 1), resp. B (v ptipad¢ 2), ur¢ime z normovaci podminky (y|w)=1. Néas ale
spiSe zajima energetické spektrum ¢astice v kone¢né jamé. To je uréeno podminkami
(2.86), které predstavuji transcendentni rovnice. V proménnych k a % je totiz obsazena
energie. Prvni podminka je pro suda feseni, druha pro licha. Zaved’'me nové proménné

E=kL/2; n=hL/2. (2.87)
Ob¢ proménné jsou bezrozmérné a spektralni podminky se zméni na

n=<%,tgé; suda fesent,

> (2.88)

n=-Cctgé; licha feSeni.
Oba vztahy mtizeme snadno vykreslit do grafu v roviné (&, #), tj. na vodorovnou osu
budeme nanaset hodnoty ¢, na svislou osu hodnoty 7 vypoctené z pravych stran relace.
Pro nové proménné (&, #) plati jedna zajimava vlastnost, ktera plyne z definic (2.82):
kK2 +n2)2  mVyl?
4 m?

&+’ =

Nejde o nic jin¢ho nez o rovnici kruznice s polomérem danym parametry jamy:

2
IV, L
> 2+’ =r*; R= "0 (2.89)
2h

Priseciky této kruznice s kiivkami (2.88) daji grafické feseni energetického spektra

n(E)
1
2 Wy
&0
P
& &
Yp S 3
Ly
/
n'/2 7T R E(E)

Obr. 2.22: Grafické urceni energetickych hladin. Jsou dény priseciky kruznice s kfivkami
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-L2 0 +L/2 -L2 0 + L2

Obr. 2.23: VInové funkce (nalevo ) a pravdépodobnosti (napravo) prvnich tfi stavl

Na rozdil od nekone¢né jamy castice pronikd i do klasicky zakazanych oblasti, tj. do
oblasti x <—L/2 a do oblasti x > +L/2. Z obrazku je patrné, ze hustota pravdépodobnosti
je v téchto zakazanych oblastech nenulova. Vinové funkce se stiidaji sudé a liché. Hus-
toty pravdépodobnosti jsou sudé funkce pro vSechny stavy. Stfedni hodnota polohy ¢as-
tice je proto 0, tedy uprosted jamy.

Poznamka: Pro E < V), tedy v oblasti, kde se v klasické mechanice nemiize ¢as-
tice vzdalit do nekonecna, je kvantové spektrum operatoru energie diskrétni. Vzdy
existuje alesponl jeden vazany stav, a to i v nejplossi jameé. Pokud by castice méla
E> Ty, tj. byla by nad jamou, bude feSeni ve vSech tfech oblastech linearnimi
kombinacemi sinti a kosinti a k dispozici budeme mit 6 konstant, 4 podminky na-
vézani a jednu normovaci podminku. Zddna omezeni typu (2.86) nedostaneme
a spektrum bude spojité.

2.4.3 Bariéra, tunelovy jev a rozptyl

Predpokladejme, Ze Castice o hmotnosti m a energii £ dopada zleva na potencialovou
bariéru (viz obrazek 2.24) o vySce Vy. Energie Castice je mensi nez vyska potencidlové
bariéry, takze by Castice v klasickém piipadé bariérou nemohla prolétnout, protoze ne-
ma dosti velkou energii na to, aby se ,,pfehoupla“ ptes bariéru. V kvantové mechanice
to mozné je. Prubéh potencialu ma jednoduchy tvar

Voi xe(0,L),
V(x)= (2.90)
0; xe(0,L).
Reseni Schrodingerovy rovnice
2 32
Y v =Ey (2.91)
2m d_xz

rozdélime, tak jako v ptedchozich piipadech, do tfi oblasti, ve kterych mé potencial
jednu konkrétni konstantni hodnotu. Na bariéte se pro letici ¢astici jiz feSeni nerozdéli
na sadu sudych a lichych feseni (tak jak tomu bylo v symetrické jame), a tak ztraci
smysl psat feSeni jako superpozici lichého sinu a sudého kosinu a udrzovat pocatek
soufadnic uprostfed bariéry. Namisto toho vyuZzijeme superpozici kmitavych exponen-
cialnich funkci, se kterymi se v obecném piipad¢ 1épe zachazi (napiiklad je jednodussi
jejich derivace). Reseni Schrodingerovy rovnice v jednotlivych oblastech bude mit tvar:
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wi(x)= Ay ek 4 B e ik xel, W2 = 2m(Vy—E)
hx —hx hz ’
l//H (x) = AH (§ +BH € 5 xell . ImE (292)
. . 2 =_m
l//IH (x) = AIH elkx+BIH e_lkx 5 xe Il . k= h2 :

Vzhledem k pravdépodobnostnimu charakteru kvantové mechaniky musime pokus
mnohokrat opakovat, coz znamend, ze mame pfipraveno velké mnozstvi Castic ve stej-
ném stavu (se stejnou energii a hybnosti), které opakované posildme zleva na bariéru.
Vinova funkce y(x) ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti vyskytu ¢astic a jeji kva-
drat w(x) = y*y ma vyznam hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astic. V klasické teorii
vinéni (viz naptiklad navazujici u€ebnici [1]) maji rovinné viny $ifici se ve sméru (+)
a proti sméru (—) osy x tvar

0, (t,x)= Aei[kx*wt] ;

- (2.93)

o_(t,x)=Ae

Odsud snadno nahlédneme, Ze feSeni v oblastech I a III je superpozici vin Sificich se
doprava a doleva. Vzhledem k tomu, Ze zprava na bariéru zadné Céstice nepiichazeji,
musi platit

By =0. (2.94)

V levé Casti (pfed bariérou) superpozice zlstane. Vlna §ifici se doprava koresponduje
s Casticemi, které posilame na bariéru, vina $ifici se doleva je zptisobena Casticemi od-
razenymi od bariéry. Podminky spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace na levé
a pravé stran¢ bariéry vedou na rovnice

y1(0) =y (0); y1(0)=y7(0);
, , (2.95)
yuL)=ymL); yu)=ymL).
Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami 4, B:
hL —hL ikL
Aue +Bue =Aﬂle ,
. . (2.96)
AHh ehL - BHl’l e_hL = ikAHI eikL .
V,EA
"
w(x)
E --Q---»
1 1I 111 : w(x)
0 L X 0 L X

Obr. 2.24: Prabéh potencidlu (nalevo) a pravdépodobnost vyskytu (napravo) ¢astice letici na
jednorozmérnou pravouhlou potencidlovou bariéru
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Vzhledem k tomu, Ze mame 4 podminky pro pét konstant, je vSe v pofadku a jedna
konstanta zlistava volna pro normovani nalezené vinové funkce. Jinou moznosti je vzit
nenormovanou vinovou funkci a amplitudu dopadajicich vin volit rovnou

Ap =1. (2.97)
V tomto pfipadé budeme mit mimotadné jednoduchy vypocet koeficientu propustnosti

bariérou. Ten je definovan jako podil poctu proslych ¢astic ku podilu poétu dopadlych
¢astic a vypocteme ho jako podil hustot pravdépodobnosti proslé a dopadajici viny:

> T=——7—= AHIAHI . (298)

Obdobné muzeme zavést koeficient odrazu

BB N
> R:*_:BIBI' (299)

Ay A4y
Soustavu (2.96) ptepiSeme do maticové podoby, volba 41 = 1 d4 vzniknout pravé strané
soustavy:

1 -1 1 0 Ay 1
ehL 0 e—hL _eikL BI 0
, : = (2.100)
h ik —h 0 BH ik

et 0 —he 't —ike L | Ay | O

Vzhledem k tomu, Ze chceme urcit koeficienty propustnosti bariéry, staci urcit jen kon-
stantu Ajjj a ostatni eliminovat. Matici mizeme pievést na trojuhelnikovou matici nebo
pouzit metodu subdeterminanttl, metodu inverzni matice atd. Vypocet je jiz pfimocary.
Vysledek je:

> T =%. (2.101)
V6 sh* (kL)
AE(Vy—E)

Koeficient odrazivosti R miizeme snadno uréit ze zdkona zachovani poétu ¢astic:
| 2 R+T=1. (2.102)

Kvantova teorie ptipousti prichod ¢astice bariérou i v piipad¢, ze castice ma niz$i ener-
gii, nez je hodnota potencidlu na vrcholu bariéry. Je to dano nekomutativnosti potenci-
alni a kinetické energie. Z Heisenbergovych relaci neurcitosti potom plyne, ze ob€ hod-
noty nemizeme soucasné piesné¢ meéfit. NeurCitost kinetické a potencidlni energie
umozni tu a tam prichod ¢astice bariérou. Tomuto jevu fikame tunelovy jev. Pravdépo-
dobnost jevu exponencialné klesa s tloustkou bariéry. Typickym ptikladem mohou byt
dve¢ oblasti kovu oddélené tenkym izolantem, ptes ktery mohou tunelovat elektrony.
Dalsim piikladem jsou alfa ¢astice tunelujici z atomového jadra pies Coulombovu bari-
éru (viz potencial 6 na obrazku 2.11) pfi radioaktivnim alfa rozpadu. Na tunelovém jevu
je zalozena tunelova dioda, rastrovaci tunelovy mikroskop a dalsi zafizeni.
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Mikroskop STM

Mikroskop STM (Scanning Tunneling Microscope, rastrovaci tunelovy mikroskop)
umoziiuje zobrazit povrch pevné latky v rozliSeni jednotlivych atomi. Povrch je doslova
osahavan piezoelektricky vychylovanym wolframovym hrotem. Mezi povrchem a hro-
tem je nevodiva mezera, kterou tuneluji elektrony. Vznikly tunelovy proud elektronii je
velmi citlivy na vzdalenost hrotu od nerovnosti na povrchu latky. Jeho méfenim tak
vlastné zjistime jakoukoli nerovnost na povrchu. Ve sméru povrchu je rozliSeni mikro-
skopu STM fadové 107" m, v kolmém sméru k povrchu je viak rozliseni tadové lepsi
v disledku velmi silné nelinearni zavislosti velikosti proudu na vzdalenosti od povrchu.
Na $pi¢ce wolframového hrotu je v idealnim piipadé jediny atom, podle toho, jak se
hrot podafi vyleptat. Je to nejostiejsi hrot jaky dokazeme vyrobit, pouziva se také jako
studena katoda u rastrovacich elektronovych mikroskopt.. Rastrovaci tunelovy mikro-
skop umoziuje nejenom zviditelnit polohu atomtl na povrchu krystalové mfize, ale také
je prenaset z mista na misto, kdyz se pomoci pfilozeného elektrického napéti piekona
chemicka vazba s povrchem a atom se hrotem mikroskopu pfenese.

Mikroskop STM byl vyvinut Gerdem Binningem a Heinrichem Rohrerem v labora-
totfich IBM. Za sviij objev ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1986.

Obr. 2.25: Ohradka z atomU Zeleza byla vytvofena na médéném povrchu za pomoci rastrovaciho
tunelového mikroskopu (STM). Vysledny povrch je skenovan mikroskopem STM a z intenzity
tunelového proudu v jednotlivych mistech nad povrchem je vytvorena topografickd mapa po-
vrchu, na kterou se divate. Uvnitf ohradky jsou patrné stojaté hustotni viny uvéznénych elek-
trond. Tunelovy jev umoznil lidstvu zkoumat latky na atomarni Urovni a manipulovat s jedno-
tlivymi atomy. Crommie, Lutz & Eigler, IBM.
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Rozptyl

Bariéra predstavuje jednoduchy piiklad jednorozmérného lokalizovaného potencialu. Je
nenulovy v malé prostorové oblasti, na kterou mohou nalétavat Castice ze dvou smeért
(zprava a zleva). Nalétavajici astice popisuji vinové funkce y*. Castice interaguji
s oblasti nenulového potencidlu (fikame, Ze se na ném rozptyluji) a z oblasti ¢astice
vylétavaji opét ve dvou smérech (napravo a nalevo). Popisuji je vinové funkce wg*.
Index S znamena rozptyleny (anglicky scattered). Vstupujici 1 vystupujici (rozptylené)
vinové funkce jsou feSenim Schrodingerovy rovnice s nulovym potencidlem, tedy jde
o rovinné viny. Po urc¢ité dob¢ se ustali (v pribéhu této doby se zaplni ptipadné vazané
stavy v oblasti potencialu) tok ¢astic jak do oblasti potencialu, tak z oblasti potencialu:

-w( )_ S, -

Obr. 2.26: Rozptyl na 1D lokalizovaném potencidlu

Chovani ¢astic na lokalizovaném 1D potencialu popisuje matice rozptylu S definovana

vztahem
C) (S Sp)\(4
o . (2.103)

Matice rozptylu pfevadi vstupni svazky ¢astic na rozptylené. Jde o unitarni matici, jak je
snadno vidét ze zakona zachovani toku pravdépodobnosti (rychlost x hustota) v ustale-
ném stavu:

Jzleva = J zprava =

V,eva (A*A—D*D) =v
1k

m

c'c-B'B) =
( )

zprava

(4" a-D'D)= hk(cc B'B) =

cC'C+D'D=A"4+B"B.

Matice S tedy neméni velikost vektoru. Ten ma pted a po puisobeni matice stejnou veli-
kost, coz je definice unitarity:

(wslys )=y lyr);
(Swi|Sy) =y ly).

Vlastni ¢isla unitarni matice lezi v komplexni roviné na jednotkové kruznici a miizeme
pro né psat

Aip = %2 ; 012 =f12(k). (2.104)

Rozptyl na lokalizovaném 1D potencialu je proto charakterizovan dvéma uhly 61 2(k),
které jsou fazi vlastnich Cisel matice rozptylu.
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2.4.4 Periodicky potencial a pasové spektrum

Velmi casty je také pohyb castic v nelokalizovaném potencialu, naptiklad v periodic-
kém potencialu krystalické mfize, ktery spliiuje zakladni podminku

Vix+a)=V(x), (2.105)

kde a je perioda potencialu. K pochopeni zakladnich vlastnosti periodického potencialu
postaci fesit ptipad nekonecné posloupnosti stiidajicich se jam a bariér. Tento pribéh
potencialu se nazyva Kronigv-Penneytiv model. Poprvé ho pouzili némecko-americky
fyzik Ralph Kronig a anglicky matematik William Penney. Budeme ptedpokladat, Zze
vyska opakujicich se bariér je V), jejich Sitka L a periodicita a.

V, EA , /
0
E v,
........ ) 0
0 Lo e iy o
¢%—1 u%

Obr. 2.27: Kroniglv-Penneylv model krystalu s periodickym potencialem

Kronigtuv-Penneytiv model

Kvalitativni charakter spektra nezavisi na $ifce jednotlivych bariér. Budeme je deformo-
vat tak, aby ztlistala zachovana jejich plocha, tj. provedeme limitu L — 0, Vy — oo, tak,
aby se soucin LV neménil. Tim ziskame potencial sloZzeny z nekone¢né fady Diraco-
vych impulzl a na kazdé bariéfe postaci jedno jediné navazani vinové funkce. Budeme
tedy mit potencial
n=roo
V(x)=LVy > &(x—na), (2.106)

n=—co
pro ktery snadno nalezneme feSeni na intervalu (na, na + a), kde je potencial nulovy:
v, (x) = A4, cos[k(x—na)]+ B, sin[k(x —na)] ;
¥, (x) =—A,ksin[k(x —na)]+ B,k cos[k(x —na)]; (2.107)

k=2mE/R®; n=0,+1,%2...

Argument kmitavého feseni je vhodné posunut do lokalniho pocatku v misté kazdého
Diracova impulzu, takze sinus za¢ina u kazdé jamy od nuly a kosinus od jednotky. Pti
navazovani vinovych funkci vyuZzijeme tfi podminky. Samotna vinova funkce bude
spojita, prvni derivace bude mit skok (jde o Diraciiv impulz) a periodicita potencialu
povede na periodicitu hustoty pravdépodobnosti. RozepiSme nyni tyto tfi podminky pro
navazani na n-tém Diracové impulzu (resp. na n-té infinitezimalni bariéfe):
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1. spojitost vinové funkce

Na kazdé bariéfe musime predpokladat spojitost vinové funkce. Kdyby byla nespojita,
prvni derivace by dala distribuci a druha derivace obsazena ve Schrodingerové rovnici
by byla derivaci distribuce, kterou by nebylo mozné zadnym dal§im ¢lenem kompenzo-
vat. Musi tedy platit:

V1 (na) =y, (na). (2.108)
Odsud dostaneme prvni z vySe zminénych tii podminek:
> A4, cos(ka) + B,,_; sin(ka) = A,,. (2.109)

2. Skok v prvni derivaci
Napisme Schrodingerovu rovnici v nasi situaci

2
—2h—my/”+V(x)y/:El//. (2.110)

Rovnici budeme integrovat v g-okoli n-té¢ho Diracova impulzu:

h2 na+& na+é& na+&
- v (x)dx+ LV, j 8(x—na)y(x)dx = j Ey(x)dx.
m na—& na—& na—&

Prostfedni integral 1ze spocitat vzhledem k pfitomnosti Diracovy distribuce velmi snad-
no. V ostatnich provedeme limitni pfechod ¢ — 0. Integral na pravé stran¢ da diky spo-
jitosti y nulu a levy integral piislusny skok:

—— lim [y’]"" + LV, (na) =0,

na—¢&

odsud plyne podminka pro skok prvni derivace w na n-tém Diracové impulzu

2
[y ) W )]+ L vy ) = 0. @.111)

Po dosazeni feSeni (2.107) madme druhou podminku:
2mL VO

> B, +A,_;sin(ka)— B,_; cos(ka) = 3
kh

4, . (2.112)

3. Periodicita
Z periodicity potencialu (2.105) plyne periodicita hustoty pravdépodobnosti

wx+a)=wx);  wx) =y () ). (2.113)
Odsud je jasné, ze pro vinovou funkci musi platit
wx+a)=e? y(x), (2.114)

kde ¢ je n&jaké fazové posunuti. Pro nase konstanty potom plyne:

> B,=¢?B _,; A,=¢%4, . (2.115)
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Nyni dosadime 4, ; a B, | ze vztahu (2.115) do podminek (2.109) a (2.112). Tim zis-
kame soustavu rovnic pro neznamé konstanty 4, a B,:

ke — i¢’ in k A 2mL
coska—e sin ka [ "|Zo, 55’"_[/0. (2.116)

sinka—&,  —(coska—e'?) )\ B

Nenulové feSeni ziskame jen tehdy, pokud bude determinant soustavy nulovy, coz vede
na podminku:

in k LaV,
| cos¢)=coska+ASln a; 4=224%0
ka K2

(2.117)

Prava strana této podminky musi byt z intervalu <1, 1>, jinak uhel ¢ na levé strané
nelze nalézt a feSeni neexistuje. Vysledkem jsou pasy, ve kterych se ¢astice pohybovat
mize, a zakazané pasy, ve kterych feSeni neexistuje, tj. ¢astice s takovou energii se
v periodickém potencialu nemtze vyskytovat. Pfipomenme si, ze vlnovy vektor k je
v podmince (2.117) provazan s energii podle vztahu (2.107), tj. plati k = 2mE/A2.

sin ka
coska+ A

ka

+1

ka

Obr. 2.28: V grafu je vynesena prava strana podminky (2.117). Tam, kde je kfivka mimo
interval <—1,1>, feSeni neexistuje a na grafu je Sedou barvou oznacen zakazany pas.

Zakazané pasy jsou typické v krystalovych mfizich, v polovodicich, ale tfeba i v perio-
dickych strukturach motylich kiidel, kde zpisobuji zajimavé, jakoby nepfirozené barvy.

Brillouinova zéna
Predstavme si nyni tfirozmérnou periodicitu krystalické mftize, ktera se opakuje pii
kazdém posunuti o vektor A

| 2 A=n1a1+nzaz +n3a3, ny,ny,ng =1,2,3... (2118)

kde aj, ap, a3 jsou tfi linearné nezavislé vektory (nelezi ve stejné roviné). Objem
elementarni buiiky je dan objemem rovnobéznosténu natazeného na zakladni vektory
mfize, tj.

Vz =la;-(ayxa3)|. (2.119)
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Potencidl musi splitovat podminku periodicity
Vir)=V(r+A). (2.120)

Periodicita mfize se samoziejmé prenasi i na hybnost pohybujici se Castice, ktera se pri
pruletu miizi také periodicky méni. Hybnost je vzdy provazana s vinovym vektorem, tj.

p=7k. (2.121)

V k-prostoru, do kterého se pifeneseme Fourierovou transformaci, bude periodicita zna-
menat jednoduchou podminku na rovinnou vinu

KA = k+G)A (2.122)
dCA=1;, =  G-A=2Nzm; N=123... (2.123)
Periodicita v k-prostoru je tedy G, pro energii bude naptiklad platit
| 2 Ek+G)=EKk). (2.124)
Vektor G definuje tzv. reciprokou miiz v k-prostoru
> G =mg +myg, +msgs ; my,my,my =1,2,3... (2.125)

Vektory g; jsou linearn€ nezavislé (nelezi v rovin€) a definuji reciprokou miiz. Jejich
rozmér je m-1. Ze vztahu (2.123) plyne, Ze zakladni vektory reciproké miize jsou

a,xa ay;xa X
g =2r 2278 g BT g g T (2.126)
z Vz z
Mezi vektory a; ptivodni miiZe a g; reciproké mfize plati jednoduchy vztah
;-8 = 27[5/(1 . (2127)

V reciproké miizi bude veskera informace obsazena v zdkladni bufice, kterou nazyvame
Brillouinova zéna. Jejim nekoneénym opakovanim zrekonstruujeme cely k-prostor. Na
hranici Brillouinovych zon se veli¢iny mohou ménit skokem. Objem Brillouinovy zény
je dan objemem rovnobé&znosténu natazeného na zakladni vektory miize, tj.

Vg =|g1- (82 xg3)|- (2.128)

Koncept Brillouinovych zon byl vytvoren z

francouzskym fyzikem Léonem Brilloui-

nem (1889-1969) a stal se neodmyslitel-

nou soucasti dnesni teorie pevnych latek

a zejména polovodi¢i. Reseni v k-prosto-

ru je mnohdy jednodussi a usnadni praci.

My jsme se zde seznamili jen s tzv. prvni

Brillouinovou zoénou. Jejim opakovanim y
muzeme vytvaret dalsi Brillouinovy zony.

Reseni Schrédingerovy rovnice v tiiroz-

mérném periodickém potencialu krystalu

jde za ramec této uvodni ucebnice kvanto-

vé mechaniky a ctenar ho nalezne ve spe- Obr. 2.29: Brillouinova zéna plo$né
cializovanych knihach, viz napt. [24], [25]. centrované kubické soustavy
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2.4.5 Neutron v tihovém poli

Gravitacni interakce je nejslabsi ze vSech Ctyt interakcei v piirodé. Snadno ji detekujeme
u planet, hvézd a galaxii, ale dlouho se zdélo, ze ptipadné gravitacni projevy elementar-
nich ¢astic jsou zcela mimo naSe méfici moznosti. V roce 2011 se podafilo tymu
z Videnské univerzity zméfit detekovat kvantové stavy neutronu v tihovém poli. Poprvé
tak byly experimentalné pozorovany gravitaéni projevy elementarni ¢astice.

Uvazujme ¢astici pohybujici se v homogennim tihovém poli. Pohyb ¢astice je zdola
omezen podlozkou. Jde o kvantovou analogii ping-pongu, kdy mi¢ek miize poskakovat
na stole, ale nemiize se dostat pod jeho desku. Situace je nakreslena na obrazku 2.30.
Klasicky pohyb castice je omezen zdola deskou stolu a shora maximalni vyskou, ktera
je dana celkovou energii castice E='2muv2+mgy. Z hlediska kvantové teorie jde
o nekonecnou trojuhelnikovou jamu, ve které ma Castice diskrétni energetické stavy.

V,E

0 y
Obr. 2.30: Kvantovy pingpong

Potencialni energie nasi lohy ma tvar

0o y<0,

(2.129)
mgy; y>0.

> Yy = {

Schrédingerovu rovnici budeme fesit v oblasti y > 0 a budeme pozadovat, aby w(0) = 0.
Samotna rovnice ma tvar

> -———+mgyy = Ey. (2.130)

Rovnici Ize fesit obdobnym postupem jako harmonicky oscilator v x reprezentaci. Nej-
prve zavedeme bezrozmérny argument vinové funkce:
2 2
d _ _ Yy E h
Tf—yw+ﬂw=0; y=—; A= s y=3
dy Yo mg Yo 2m°g

(2.131)

Vlastni ¢islo 4 je ve skute¢nosti bezrozmérnou energii. Proménnou y jesté posuneme
podle predpisu

E=y-1 (2.132)
a vysledna rovnice bude
| 2 v =Sy =0; '=d/dE. (2.133)

Jde o Airiho rovnici, jejimzZ feSenim jsou Airiho funkce Ai(¢) a Bi(¢), viz napiiklad [26],
[27]. Obé funkce l1ze definovat za pomoci fady, pomoci Besselovych funkci nebo pomo-
ci integralniho vyjadfeni:
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Ai(&) = {fcos(ﬁ/s +§t)dz :
0

[exp(—t3/3+§t)+sin(t3/3+§tﬂdt .

(2.134)
Bi($) =

1
V4

oS — 3

Funkce Bi(¢) pro velka & diverguje a neni integrovatelna, proto je feSenim ulohy

w(§)=Aig). (2.135)

Okrajova podminka w(&) = 0 vede na numerické hledani nulovych bodu Airiho funkce
atim na kvantovani energie, kterd je v argumentu Airiho funkce, nebot’ & = y—A(E).
Hodnoty prvnich péti energetickych stavii spolu s hustotou pravdépodobnosti vyskytu
Castice jsou na obrazku:

E
=

y

30

20

10 -

1,41 2,46 3,32 409 478 E(peV)

Obr. 2.31: Kvantovy micek v tihovém poli. Na vodorovné ose je energie micku, vyznaceny jsou
pripustné energetické stavy v kvantové teorii. Na svislé ose je vyska nad podlozkou. Pferusova-
nou ¢arou je znazornéna vyska, které by poskakujici micek s danou energii dosahl v klasické
mechanice. Sedé je vyznadena kvantova pravdépodobnost vyskytu mi¢ku (jeji hodnota narlsta
smérem doprava).

Kvantovy pingpong s neutronem

Experimenty s tihovym polem plisobicim na elementarni ¢astice provadéla skupina
védcl pod vedenim profesora Hartmuta Abeleho z Videnské technické univerzity [28].
Soucasti skupiny byli i védci z Laueho-Langevinova tstavu v Grenoblu (ILL, Institute
Laue-Langevin), kde byly experimenty fyzicky provadény. Jako testovaci micek po-
slouzil neutron, ktery je minimalné ovliviiovan vSudypiitomnymi elektromagnetickymi
silami. Neutron je velmi obtizné polarizovatelny, takze na ného neplsobi ani rizné
dipolové sily, jako je naptiklad van der Waalsova sila. Neutron ma pro experimenty
s gravitaci dostatecnou zivotnost, jeho poloCas rozpadu je pres 800 sekund. K experi-
mentim byl pouzit zdroj ultrachladnych neutront s velmi nizkou energii. Jediné u tako-
vych ¢astic bylo mozné méfit kvantové stavy neutronu v tihovém poli. Proto byl pouzit
zdroj neutronti z Laueho-Langevinova tstavu v Grenoblu, ktery vytvafi neutrony s ener-
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gii niz8i nez 300 neV (nanoelektronvoltd), tomu odpovida teplota niz§i nez 2 mK (mili-
kelviny) a rychlost niz8i nez 15 m/s.

Pokud poskakuje na stole micek, miize se dostat do libovolné vysky dané jeho cel-
kovou energii. Kvantovy micek v tthovém poli se nachazi jen v uréitych energetickych
stavech danych nasim feSenim Schrddingerovy rovnice. Kvantovy micek vystoupa jen
poskakujici micek je 1,41 peV (pikoelektronvoltli), druhy 2,46 peV, treti 3,32 peV atd.
Pro normalni pinpongovy micek jsou tyto stavy neméfitelné, pro ultrachladné neutrony
je mozné takové stavy detekovat. Pravdépodobnost vyskytu mi¢ku v uréité vysce nad
podlozkou je dana kvadratem Airiho funkce.

Ultrachladné neutrony byly nasmérovany mezi dvé vodorovné desky. Spodni deska
slouzila jako podlozka, od které se neutron, pohybujici se v klasickém ptipad¢ po ob-
louku, mtize odrazit. Horni deska byla pomocné a byla zkonstruovéna tak, aby pohltila
neutrony, které se dostaly az do jeji vysky. Vzdalenost mezi deskami byla pfiblizné 20
az 25 mikrometrt, takze neutrony v prvnim a druhém kvantovém stavu mohly bez pro-
blémi prolétnout mezi deskami (nedosahly vysky druhé desky). Chladné neutrony to ale
nemély tak jednoduché. Spodni deska totiz vibrovala fizenym zptisobem. Byla rozkmi-
tana za pomoci piezoelektrického jevu a jeji kmity byly piesné kontrolovany za pomoci
laseru. Pokud deska vibrovala, zpusobila rezonan¢ni pfeskok neutrond mezi prvnim
a tfetim energetickym stavem a vétSina neutront mezi deskami neprolétla, protoze treti
energeticky stav znamend, Ze se neutron dostal az do vysky horni desky a byl ji absor-
bovan. Pokud dolni deska nevibrovala, vétSina neutronti mezi deskami prosla.

Historicky poprvé byly méfeny kvantové stavy Castice v gravitaénim poli a bylo
mozné tyto stavy zmeénit za pomoci vibrujici destiCky. Tato rezonan¢ni metoda mize
mit zcela zasadni vliv na poznéni gravita¢ni interakce na malych métitkach, kde dosud
chybéla jakakoli méfeni. Mame vysokou Sanci se dozvédét, jak gravitace funguje ve
svété elementarnich Castic a zda se skute¢nost odchyluje od Newtonovych a Einsteino-
vych predstav, ¢i nikoli.

- _‘ﬁ nﬁ*f e @1
e
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2.5 Sféricky symetricky potencial

P 1 sféricky harmonicky oscilator

1 2 sféricka jama
3 Coulomblv potencial

V="Wr)
3 re<0,m,)

Obr. 2.33: Nékteré sférické potencidly

Sféricky symetrickym (centralnim) nazyvame potencial, ktery zavisi jen na vzdalenosti
od urcitého stfedového bodu. Pro popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencialu
je velmi vyhodna sférickd soufadnicova soustava. Mezi nejznaméjsi sférické potencialy
patii sféricky harmonicky oscilator, sféricka jama a Coulomblv potencial. Sféricky
oscilator si miizete predstavit jako t€lisko v pocatku soufadnic, od kterého vedou pru-
ziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude pisobit vratna sila smérem do
sttedu. Prubéh potencialni energie je kvadraticky. Sféricka jama pfiblizné¢ odpovida
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém jadfe. Jaderné sily (derivace
potencialu) na hranici jamy (= a) jsou zna¢né — v idealizaci (2.136) dokonce neko-
necné — a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombtiv potencial se uplatni naptiklad ve
vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha plsobeni jediného protonu v ato-
movém jadie. Nezapominejte, Ze r € <0, «). Prib&hy téchto znamych potencialii jsou:

_ 1.2
M V(r)—zkr,
2 vy =10 < 2.136
A (2.136)

0

V klasické mechanice bude systém popsan Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hyb-
nostmi a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soufadnicovém systému takto:

L= w2+ L2 sin?e ¢2+lmr29'2—V(r), (2.137)
2 2 2
py = mr,
pp = mr’sin®0 ¢, (2.138)

mr26",

Po
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1 1 U | :
E = —mi? +=mr*sin’6 ¢* +— mr?0° +V(r), (2.139)
2 2 2
2 2 2 2 2
M=l B0y Py Pry L SV, (2140
2m  2mr 2mr-sin” @ 2m  2mr

Jiz v klasické mechanice jsme si ukazali, Ze zobecnéné hybnosti odpovidajici thlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druhd ¢ast Hamiltonovy funkce od-
povida rotacnim stupnim volnosti a lze ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L
vzhledem k ose z, od které je odvozen sféricky soufadnicovy systém.

Z ptedchoziho jiz vime, Ze jednotlivé slozZky momentu hybnosti nejsou soucasné
meéfitelné a nekomutuji spolu (2.25). Soucasné ale muzeme méfit kvadrat momentu
hybnosti (2.26) a libovolnou z jeho slozek (2.27). U sféricky symetrického problému
budeme preferovat tieti osu a tfeti slozku. Osa z ma preferované postaveni pii budovani
sférického soufadnicového systému, ve skutecnosti je vSak lhostejné, kterou ze slozek
momentu hybnosti zvolime do Uplné mnoziny pozorovatelnych. Je-li v systému pii-
tomno vnéj$i magnetické pole, volime zpravidla soufadnicovy systém tak, aby tfeti osa
mifila ve sméru tohoto pole, osa z je potom soucasné smérem vn&j$iho magnetického
pole. Je-li systém sféricky symetricky, potom kvadrat momentu hybnosti komutuje s ha-
miltonianem:

2 "2 "2

[CA]= 2. 2y Yy | 2 E =0
2m 2my? 2mr?
Vime totiz, Ze zobecnéné soufadnice nekomutuji jediné se svymi zobecnénymi hyb-
nostmi. V komutatoru mezi kvadratem momentu hybnosti a hamiltonianem mohou tedy
byt jediné nenulové ¢leny s thlovou ¢asti hamiltonianu, ale operator sam se sebou ko-
mutuje, takze vysledek muze byt jediné nulovy. Podobné tomu je se tfeti slozkou mo-
mentu hybnosti:

[L3,H]:[L3,%+2BZ +V(r)1={r_3’ 2|122} 1 [Lp.‘_z}zo.

2
mr mr 2mr

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatorti, kterd tvofi uplnou mnozinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické
uloze k témto proménnym jesté ptibude spin):

[, L;]1=[? H]=[L;,H] = 0. (2.141)

U soustavy nezavislych vzajemné komutujicich operatorti je mozné hledat spolecné
vlastni vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy
fesit soustavu tif rovnic pro vlastni vektory

Hiv,,m) = E,|v,l,m),
L |v,,m) = A,|v,l,m), (2.142)
Ly (v.,m)y = g, |v.l,m).

Index v Cisluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti osu). Vlastni ¢isla
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jsme oznadili E, A, u. Tuto soustavu je tieba fesit soucasné. Co by se stalo, kdybychom
naptiklad tesili jen rovnici pro energii? Nalezena vlastni ¢isla £ by samoziejme byla
v poradku, ale ke kazdému vlastnimu ¢islu (kazdé hodnoté energie) by existovalo vice
protoze feSime jen prvni rovnici). Tomuto typu spektra fikame degenerované spektrum.
Znamena to jen to, Ze k danému vlastnimu ¢islu existuje vice vlastnich vektora. Odlisili
bychom je od sebe az pomoci dalSich operatort, které komutuji s operatorem, jehoz
spektrum prave hledame.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy dru-
hou a tieti rovnici v (2.142). Reseni pro moment hybnosti je stejné pro viechny priibéhy
potencialni energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezen-
tace a v kapitole 2.5.2 naznacime, jak by se pii feSeni postupovalo v x reprezentaci.
Prvni rovnici v (2.142) se budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. ReSeni pro energii (energe-
tické spektrum) jiz samoziejme zavisi na prubéhu potencialni energie a je jiné naptiklad
pro vodik a jiné pro sféricky oscilator. Navic feSeni pro energii zavisi na Cislech / a m.
To je logické: moment hybnosti souvisi s rotacnimi stavy systému a ty k energii pfispi-
vaji. Vidime to koneckonct i v hamiltonianu (2.140), kde je praveé rotacni cast energie
vyjadiena pies kvadrat momentu hybnosti.

2.5.1 Moment hybnosti
Zakladnimi komuta¢nimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.25) a (2.27):
L, Ly]=inL;,
[L,,Ly]=inL,,
[Ls, L ]=inL,,
L2, L5]=0.

Zaved’'me nyni tzv. posuvné operatory
L, =L, +iL,. (2.143)

Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako kreac¢ni a anihila¢ni operatory u ener-
gie harmonického oscilatoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti.
Napisme prehledné jejich dulezité vlastnosti (vSechny lze snadno odvodit z definice
posuvnych operatort a z komutacnich relaci momentu hybnosti):

M f_lzé( L, +L), 5) LL,=02-(3-ni,,
. 1/~ =~ A .
) Lzzz(L+—L,), (6) [L+,L,}=2hL3, .14
@3 =L, (M | LsLe [=£nLy,
@ L0 =-%+nl,, ®) [L{LJ:O.

Zname-li posuvné operatory, mizeme z relaci (1), (2) a (6) zrekonstruovat cely moment
hybnosti. Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:
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L2 | Au) =4 Au),
Ly | Au) =ulAu).

Nejprve odvod'me tii pomocna lemmata tykajicich se posuvnych operatorii:

Lemma 1

Tvrzeni: Posuvné operatory posouvaji vlastni vektory ve tfeti komponenté momentu
hybnosti o Planckovu konstantu:

LolAu) = [Auxh).

Dikaz: Oznacme |y > El:i | A, 1) . Aplikujme operatory I:3 a L na tento vektor:
K vyjadieni treti slozky a kvadratu momentu hybnosti vyuzijeme sadu zékladnich vlast-
nosti (2.144). Z vlastnosti (7) uréime tieti slozku a z vlastnosti (8) kvadrat momentu
hybnosti:

Ly ly)=L3Ly [Au)= L y)=LLy[Au)=
=(Lely +nly)|du) = =L L | du)y=
=Ly | du) = (uEh) |y ); =AL | Au)=21y).

Vidime, Ze posuvné operatory posouvaji ve spektru operatoru tieti slozky o konstantu
+h. Ve spektru operatoru kvadratu momentu hybnosti nedélaji posuvné operatory nic.
Posuvné operatory tedy meéni jen hodnotu projekce momentu hybnosti do zvolené osy. m

Lemma 2
Tvrzeni: Pti fixnim A je spektrum operatoru |:3 omezené, tj. existuje imin @ Umax-
Dukaz: V relacich

LA pu) =214 u);
(G+5)14u) = (C-G)lAw) =A-uD)Ap)

jsou operatory na levych stranach pozitivné definitni. Proto musi platit A >0, A —u2 > 0.
Ziejmd tedy musi byt u2 <1 A A>0, a proto ue <—A, +V1 > a existuje tmin @ Ymax.

[
Lemma 3
Spektrum je symetrické kolem nuly, tj. tmin = — #max-

Diikaz: Podobné jako u harmonického oscilatoru zaptisobime posuvnym operatorem na
prvni (resp. posledni) stav. Vysledek ptisobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav ne-
existuje. Poté napiseme kvadrat normy tohoto vektoru a provedeme jednoduché upravy:

|:+|luumax>=0= A I:—|ﬂ'numin>=0’

<ﬂ'a;umax ||:— I:+ |ﬂ'uumax )=0, A <ﬂ'ﬂumin ||:+ I:— |ls/umin »=0,
<j'humax |L2 _L23 _hL3 |/1numax >:0’ N <lnumin |L2 _L23 +hL3 |/1:/umin >:0’
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2 2 2 2
(ﬂ'_/umax_/umaxh)Hﬂwumax II©=0, A (ﬁ’_ﬂmin"'ﬂminh)nﬂuumin =0,
2 2
A= tinax + Hmax? A A= figin = Hinin Tt - (2.145)
Oznacime-1i gmax = @, fmin = b, potom plati
a?+an=b*-bn =

b? —bh—(a® +ah)=0 =

Yo )

Lintra2a)=1"""

— + a))=

2 —-a.

Prvni feseni je ve sporu s tim, Ze a je maximalni hodnota, druhé feseni dokazuje lemma
o symetri¢nosti spektra projekce momentu hybnosti. ]

Spektrum projekce momentu hybnosti

Posuvné operatory posouvaji tfeti komponentu momentu hybnosti o Planckovu kon-
stantu, proto musi platit:

U=—a,—a+h,—a+2h, ...,a—h,a.
Zaved’'me bezrozmérné charakteristiky m = u/h, [ = a/h. Potom
me{—-1,—1+1,-1+2,...,1-1,1}. (2.146)

Cislo m tedy miize nabyvat celkem 2/+1 riiznych hodnot. Poget hodnot 2/+1 musi byt
nezaporné celé Cislo, a proto samo ¢islo / mize nabyvat jen poloé¢iselnych hodnot, tj.

1.3 .5
le{0,—,1,2,2,=,...}. 2.147
0,215,225} (2.147)

Vlastni &islo A= g1 (U +5) =11 R+ H)=h2 1(1+1) .

Zavér

Vysledky celého odvozeni miizeme zformulovat takto:
- 1 3 5
L2 L,m)y=11+DR*|Lm), 1e{0,=,1,2,2,>,..};
|L,m)=1(I+D)h"|],m) { PR et §
| 2 I:3|l,m)=mh|l,m), me{—1,—1+1,...,1-1,1}; (2.148)

Ly|Lm)=|l,m*l).
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PoznamKky k reSeni

Nasledujici poznamky jsou velmi dilezité, ¢téte je pozorngji nez samo feseni!

Poznamka 1: Cislo / ¢&isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi
kvantové ¢islo (hlavni kvantové &islo &isluje energii). Cislo m &isluje projekei mo-
mentu hybnosti do libovolné osy a nazyva se magnetické kvantové cislo. Nazev
souvisi s tim, ze elektron v atomdrnim obalu ma moment hybnosti umérny
magnetickému momentu, takze ¢islo m popisuje jak kvantovani momentu hybnos-
ti, tak magnetického momentu.

Poznamka 2: Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce jsou:

IL|=I(+]) 1, 1=0,1,23,..;

(2.149)
Ly =mh, m=—1,—1+1,...,1[.

Poznamka 3: Polociselné hodnoty, které jsme odvodili pro Eislo /, jsou skutecné
také mozné. Realizuji se u spinu, jehoz operator ma stejnou komutacni strukturu
jako moment hybnosti. V Schrodingeroveé x reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto
hodnoty nedostaneme. Volba reprezentace zde znamena ztratu casti reseni. To, ze
polociselné hodnoty / jsou jiz soucasti komutacnich relaci (2.25) bylo objeveno az
relativné pozdé (v roce 1968) postupem podobnym nasemu odvozeni.

Poznamka 4: Skuteény vyznam Planckovy konstanty plyne z vysledku (2.149), re-
spektive (2.148). Jedna se o elementdrni kvantum momentu hybnosti. Pfi méteni
momentu hybnosti budeme vzdy méfit projekci momentu do urcité osy, dané méfi-
cim zafizenim. Tato projekce je vzdy ndsobkem redukované Planckovy konstanty
(Planckovy-Diracovy konstanty).

Poznamka S: Vidime, ze stavy s konkrétnim vedlejSim kvantovym ¢islem / jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektort |/, m ), které pfislusi stejnému
kvantovému ¢islu /. Tyto vektory se od sebe lisi kvantovym cislem m a jejich pocet
je 2I+1 (tzv. stupen degenerace, ktery oznacujeme symbolem #).

1=2
IL| = \ 67

o 0 EE

Obr. 2.34: Mozné projekce momentu hybnosti pro / = 2

Poznamka 6: Historicky byly oznacovany kvantové stavy velikosti momentu hyb-
nosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle tabulky na nasledu-
Jici strance:
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=0 s stav m=0 #=1

[=1 p stav m=-1,0,1 #=3

=2 d stav m=-2,—-1,0,1,2 #=5

[=3 [ stav m=-3,-2,-1,0,1,2,3 #="17
Poznamka 7: Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti lze dostat také jako
aritmeticky primér vSech moznych hodnot. Napfiklad pro /=2 jsou mozné hod-
noty projekei Ly, Ly, nebo L, rovny —24, —h, 0, /i, 24. Primérna hodnota kvadratu je
proto dana vztahem (vysledek odpovida hodnoté vypoctené z 2.149)

()=(L)y+(Ly)+(L2)=3(L2)=

4R + 12 +0+ 1 +4n%
5

=3 612,

Poznamka 8: Neni obtizné napocitat jednotlivé maticové elementy
(L' |Ly|lm)

operatoru momentu hybnosti ve vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatort,
podobné jako u harmonického oscilatoru v kapitole 2.3, pokud urcime normovaci
konstanty. Pro /=0 muze byt m i m' jen 0, a proto jde o jediny prvek. Tato matice
pusobi na skalarni veli¢iny, hovotime o skaldrni reprezentaci. Pro [=1/2 muze
nabyvat m 1 m' hodnot —1/2 a+1/2. Jde o matice 2x2 pusobici na usporadané
dvojice, které nazyvame spinory. Jedna se o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro [ = 1
muze nabyvat m i m' hodnot —1, 0 a +1. Jde o matice 3%3 pisobici na usporadané
trojice, které nazyvame vektory. Jedna se o tzv. vektorovou reprezentaci. VSimnéte
si, ze matice L3 jsou diagonalni s vlastnimi ¢isly na diagonale.

Spinorova reprezentace (/= 1/2)

0 +1 0 —i +1 0
L =2 S L U P . . (2.150)
2l+1 0 2(+i 0 2( 0 -1

Vektorova reprezentace (/=1)

010 0 —i 0 +1 0 0
Li=h|1 0 1|; Ly=h|i 0 —i|; Ly=A| 0 0 0. (2151)
010 0 i 0 00 -1

Matice pro [ = 1/2 (bez nasobicich koeficientil) se nazyvaji Pauliho matice.

Poznamka 9: Znamé tvrzeni Bohrova modelu, Ze na obvod drahy elektronu v ato-
marnim obalu musi pfipadnout celistvy n-nasobek vlnovych délek, je mozné s po-
moci vztahu (2.5) prepsat takto:

2wh

MmeUy

2rr,

nA=2rr, => n 2

= myU,1,, = nh

a nejde tedy o nic jiného neZ o kvantovani projekce momentu hybnosti.
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2.5.2 ReSeni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencialu fesit ve sférickych soutadnicich
(jsou nejblizsi symetrii potencidlni energie). Je tieba fesit soustavu rovnic (2.142), ktera
bude mit nyni tvar:

Hy(r,0,6) = E, w(r,0,6),
> Cy(r,0.0)= 4 y(r,0,0). (2.152)
L3y (r,9,6) = t w(r,0.0) .

PrepiSme nyni operatory do sférickych souradnic. K tomu ucelu si nejprve rozlozme
Laplacetv operator ve sférickych soutadnicich na radialni a uhlovou ¢ast:

L) 1 g2 .
V =V,.+r—2Vg¢,

19 50
V2 == 7’25, (2.153)
r
1 9 P) 1 92
V3,=———|sinf— | + .
% = sing ae(sm aej sin2 6 9¢”

Kinetickou ¢ast Hamiltonovy funkce mtizeme také snadno rozlozit na radialni a thlovou
cast:

~2 "2 2 2

ﬂ:S—;Jr%JrV(r):;—;Jrz;errV(r). (2.154)
V x reprezentaci ma Hamiltontiv operator jednoduchou podobu
ﬂ:ﬁ[v3+ng j—i—V(r). (2.155)
2m 20 °f

Z rozkladu Laplaceova operatoru (2.153) je jasné, Ze jeho uhlova ¢ast musi (az na kon-
stantu) odpovidat kvadratu momentu hybnosti. Porovnanim obou poslednich vztahti
ziskame operator kvadratu momentu hybnosti:

> =-1°V, . (2.156)

Operator pro tfeti slozku momentu hybnosti je prostym zobecnénim vtahu (2.47). Ope-
ratory uplné mnoziny pozorovatelnych pro sféricky potencial tedy budou:

|3|—_h2 V24 Lvd leren;
=—— r+r_2 op [TV ()

2m
> L =-1"Vp, (2.157)
Ly =—ih 9



2.5 Sféricky symetricky potencial 175

V kartézskych souradnicich se Laplacetiv operator §tépi na soucet druhych derivaci
podle jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky ve sméru os.
Ve sférickych soufadnicich se Laplacetv operator déli na radialni a tthlovou ¢ast, tomu
odpovida rozklad kinetické energie na radialni a thlovou ¢ast. Pravé thlova ¢ast kine-
tické energie je rotacni energie spojena s momentem hybnosti, a proto kvadratu mo-
mentu hybnosti odpovida uhlova ¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané feseni w(r, ¢, 6) samoziejmé zavisi na kvantovych &islech v, I, m. ReSeni
budeme hledat v separovaném tvaru

y(r,@,0)=f(r)g(p)h(). (2.158)

Nejdtive feSme posledni z rovnic (2.152):
., 0
—1h£f(r)g(¢)h(9)=ﬂmf(r)g(¢)h(0) =

.. dg
—-ih—== =
dg Hn&

K
g(p)=cexp {17’” (p} :
Nalezené feSeni musi byt periodické v tihlu ¢:

g@=glp+2r) =  u,=mh; m=0, 1, £2, ...

V x reprezentaci jsme opét odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti mize nabyvat jen celistvych nasobkd Planckovy konstanty. Poloci-
selna feseni nelze v x reprezentaci nalézt. Pfechodem ke konkrétni reprezentaci pricha-
zime o Cast feseni. Hledané feSeni ma nyni tvar:

> w(r, (p,H)zf(r)ﬁeimw hO); m=0,+1%2,... (2.159)

Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feSeni bylo normovano k jedné. Jako dalsi
krok dosadime toto feSeni do druhé rovnice (2.152) s vyuzitim (2.157) a budeme ji fesit

sin6 96 sin® @ a(pz

y) 2
1 i(sineﬁ} I LN
sin® d@ dée w2 sin@
Vysledkem je obyéejna diferencialni rovnice pro funkci 4(6), ktera se fesi standardnimi
matematickymi postupy presahujicimi ramec této ucebnice. Vysledkem jsou polynomi-

alni funkce v argumentech cos 6 a sin 6, které se nazyvaji pfidruzené Legendreovy po-
lynomy Py,(cos 6) a jsou definované vztahem

2 . .
_hz{ 5 (Sine%j - — B_} " @) = 4" hO) =

_2\m/2 Ll+m
By =02 L2y
> 2 gt (2.160)

1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,%1, ...
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Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Piislusné vlastni ¢islo je
> A= I(I+1)7A? . (2.161)

Cela thlova cast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se
1 .
> Y (9,0) = Wirs e'”? P, (cosb). (2.162)

Celkové feseni zbyvajicich dvou rovnic soustavy (2.152) tedy je

W 0.0) = £(r) Y (0.6) = ﬁ 1) 6™ B, (cosd):

> A= 1I+D)A%; 1=0,1,2,... (2.163)
My, =mh; m=0, £1, .. |m|<I.

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci polo¢iselnych hodnot shodné
se vztahy odvozenymi jinou cestou v pfedchozi kapitole. Pro radialni funkci f(r) lze
feseni ziskat z prvni rovnice (2.152). Toto feSeni zavisi na tvaru potencidlni energie. Pro
nékteré zakladni tvary potencialni energie bude feSeni diskutovano v piisti kapitole. Na
zaveér uved'me priklady nékterych kulovych funkci, které jsou vynikajici bazi na po-

vrchu sféry:
1
0z n, 1—./3 17 5ing;
3
Yo = Ecos@; (1 3cos’ 9); (2.164)
Y =- fi ¢'?sin6; Yo =-— /1—5 ¢'? cos@sin 6.
87 8

2.5.3 Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama

Yoo =

Nyni zbyva fesit prvni z rovnic (2.152) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam po-
skytne energetické spektrum a radidlni ¢ast celého feseni y(r, ¢, ). Jak energetické
spektrum, tak radidlni ¢ast mohou zaviset na kvantovych &islech / a m z predchoziho
feSeni a budou zé&vislé na konkrétnim tvaru potencidlni energie V().

V posledni rovnici (2.152) zname pusobeni rotacni ¢asti kinetické energie Hamilto-
nova operatoru na celkovou vinovou funkci. To je dano ptuisobenim kvadratu momentu
hybnosti podle druhé z rovnic (2.152). Zname jiz i vlastni ¢islo 4; podle vztahu (2.161).
Po zaplsobeni rotacni ¢asti zkratime uhlové ¢asti g(¢) a #(0) na obou stranach rovnice
a ziskdme rovnici pro radialni ¢ast feseni:

”o1d 24 h21(1+1)
5 +V E 2.165
2m r2 dr dr ) | o) =E f,(r). ( )
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PovSimnéte si, Ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové Cislo /, a energetické spektrum
proto nezavisi jen na radidlnim ¢islu v, které ¢isluje energii, ale i na vedlej$im kvanto-
vém &isle 1. Reseni rovnice (2.165) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do fady,
hledani asymptotického chovani, ofiznuti nekonecné fady). Uvedeme vysledky vypocti
pro potencialni energii sférického harmonického oscilatoru, prostorové jamy a Coulom-
buv potencial (2.136).

Harmonicky oscilator
Pro potencialni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum

> V(r)=%ma)2r2 = E,; =Qv+I+3/2) ho=(n+3/2)ho.  (2.166)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/24w. Radialni kvantové cislo v
Cisluje potadi radialnich stavi a zpravidla také pocet prisecikt radialniho feseni s osou
x. VétSinou se zavadi tzv. hlavni kvantové Cislo n, které skuteéné ¢isluje stavy energie:

n=2v+l; n=0,1,2,... , 1=0,1...n. (2.167)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie pfislusi vice stavi,
kazdé n lze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno ur¢ime stupein degenerace, uveé-
domime-li si, ze ke kazdému vedlejSimu kvantovému Ccislu existuje 2/+ 1 hodnot
magnetickych cisel m:

n/2 n/2
> #,=2 20+1= D 2n-2w)+1= ) 2n—4V+1=W~ (2.168)
/ v=0 v=0

Radu (2.168) jsme secetli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n + 2)/2 stavii.

Coulombicky potencial
Pro Coulombickou potencialni energii vychazi energetické spektrum

> (2.169)
yme yme

MEW+I+1)? 212n?

E, =

Hlavni kvantové ¢islo n Cislujici stavy energie jsme zavedli vztahem

n=sv+I[+1 n=1,2,... , I=0,1..n-1. (2.170)
Stupeii degenerace bude
n-1 n-1
> #,=22041= > 2n-v-D+1= ) 2n—2wv—1=n>. (2.171)
[ v=0 v=0

Jde-li o atom vodiku, mize mit kazdy elektron jesté¢ dva spinové stupné volnosti
ms ==%1/2 a celkovy pocet stavll v jedné energetické slupce je proto 2n2. Tyto stavy se
li$i hodnotou kvantovych &isel £, m, ms.
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o

ELEKTRON VE VODIKOVEM OBALU
hustota pravdépodobnosti vyskytu

©

(n, I, m)
(2,0,0) (3,0,0)
o =
- SRONE O BB
(2,1,0) (3,1,0) (3,1,1)
- T
»_"
0 o e
,2,0) (3,2,1) (3,2,2)

2,11 | €

(0} +2¢

(o)
()

(4,0,0) (4,1,0) (4,1,1) (4,2,0) (4,2,1)
) 5% 35 3% ee
"\ “ ¢ W
(4,2,2) (4,3,0), (4,3,1) (4,3,2) (4,3,3)

Obr. 2.35: Hustota pravdépodobnosti pro vodik. Kyle Forinash,
Indiana University Southeast, 2008.

Sféricka jama
Na zavér kapitoly o sférickych potencidlech zminme sférickou konecnou kvantovou
jamu s potencialem ve tvaru

0 <a;
V) = red (2.172)
Vo rza.

Ani pro takto jednoduchy prub¢h nema uloha analytické feSeni. Problém lze fesit jen
numericky nebo graficky, viz naptiklad publikace [16].

oo000000000000000000000000o
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2.6 Casovy vyvoj

Prozatim jsme se v kvantové teorii zabyvali stacionarnimi stavy, tj. stavy systému, které
se v Case nevyvijeji. Skuteéné kvantové stavy jsou linearnimi kombinacemi stacio-
narnich stavil (prvkt baze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s casem. Piechod
stavu zjednoho casu do casu pozdéjSiho provadi tzv. evolucni operator (operator
casového vyvoje), se kterym se nyni seznamime.

2.6.1 Evolucni operator

Evolu¢ni operator pfevadi znamy stav Case fy na stav, do které¢ho se vyvine v Case f:
() =0(61) | v()) - (2.173)

Evoluéni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:

1. POCATECNI PODMINKA: vyvoj z poéateéniho ¢asu do pocate¢niho ¢asu neméni
stav systému

U(rg.10) =1. (2.174)

2. SEMIGRUPOVA PODMINKA: vyvoj ze stavu ¢ do 7 dopadne stejné, je-li prove-
den naraz, nebo pfes mezicas ¢. Porovnanim obou postupt ziskame semigrupovou
podminku:

t1%l2 = tl—)t%tz
W) =00 v@) o  |wt)=U@,n 0@y wy))
U(ty,5)=0(t,00(1,1y). (2.175)

3. UNITARITA: ¢asovy vyvoj neméni normovani stavu:
(W) (@) =0y ®),
0'0

(Wolwo)=(wo|UT0|wy).

Ui =1. (2.176)
4. INVERZE: inverzni evolu¢ni operator ma obracené poradi argumentti. Odvodime
ze semigrupoveé podminky:
!

ﬂ_l(to,t) = 0(1‘,1‘0), (2.177)

5. SPOJITOST: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méfeni), ktery popisuje evoluéni
operator, musi byt spojity:

(9|0, 10) |w(t)) je spojité pro Viy a V]g)e ot .
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Nyni odvodime zakladni rovnici pro evolucni operator. Vyjdeme z definice stiedni hod-
noty dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.2.2 na strané¢ 124) a tuto stfedni
hodnotu budeme derivovat podle ¢asu:

da _d, a9 GtAGLy. ) —
;P dt('//|A|V’> dt(‘/’0|u AU|y)

o dUf s dO

Jinou moznosti je pfimo zavést operator ¢asové derivace dynamické proménné vztahem

da A N A A
& = WIAlp)= (v |0TAD[y).
Porovnanim obou postupt ziskdme rovnici
1l NPT
U Ao+otadY dU =U'AU, (2.178)
dt de

ve které za Casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime Casovy vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zavorkach pievedeny do kvantové po-
doby pomoci principu korespondence (2.21):

d4 o 1lra oA
—=14,H = A=—|AH]|. 2.179
Yo = A-b{ad] 2im
Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit odvodit vztah pro evolu¢ni operator
TP | | IO SN
ﬂAuw'Aﬂ:u',—[A,H}u. (2.180)
dt dt 1%

Ve vsech nasledujicich Gpravach vyuzivame unitaritu 007=070=1.z posledni rov-
nice je tieba vyloucit operator 0" a jeho derivaci podle ¢asu, kterou ziskame derivova-
nim definice unitarity podle ¢asu a ndsobenim vysledku operatorem o' zprava:

0'0-1 =
T
£U+UTQ:O =
de dt

a0t i d0gi o

dt de

dU' __grd0gr
dr dr

Vysledek dosadime do rovnice (2.180) a vynasobime ji operatorem U zleva a operato-
rem 07 zprava. Postupnymi tpravami ziskame hledanou rovnici pro U:

dU _ IUT[AHJU =

_prdy dU UTAU+UTA==
dr dt  ih
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> ih—=HU. (2.181)

Pravé odvozend rovnice se nazyva rovmice casového vyvoje. Zapisobime-li touto
operatorovou rovnici na pocatecni stav | ¢, ), provede evolucni operator vyvoj stavu do
Casu ¢ a ziskand rovnice pro | Y(f) ) se nazyva casovd Schriodingerova rovnice:

> ihM: A|w (). (2.182)
dt

Schrédingerovy rovnice tedy mame dveé. Bezéasova Schrodingerova rovnice fesi vlastni

hodnoty a vlastni stavy operatoru energie (Hamiltonova operatoru). Z ni mizeme urcit

hodnoty energie, které jsou naméftitelné v experimentu.

Casova Schrodingerova rovnice potom fesi ¢asovy vyvoj libovolného pocate¢niho
stavu. Jak uvidime v nasledujicim textu, je feSeni ¢asové Schrédingerovy rovnice v jis-
tém smyslu trivialni. Pokud Hamiltoniv operator nezavisi explicitn€ na ¢ase a zname-li
vlastni stavy a vlastni ¢isla operatoru energie, mizeme feseni ¢asové Schrodingerovy
rovnice okamzité napsat. V praxi tedy postaci fesit bezéasovou Schrédingerovu rovnici.

2.6.2 Casova Schrédingerova rovnice

Reseni ¢asového vyvoje lze najit relativné snadno, pokud neni Hamiltontiv operéator
explicitni funkei Casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soufadnic a hybnosti.
V takovém ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisovaného systému bazi
generovanou vlastnimi vektory Hamiltonova operatoru (2.41):

Hin)=E,|n) ; (m|n)=38,, ; DlnXn|=1.

n

Do téchto vektorti rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi ¢asu:
W)= a,(0|n).
n

Reseni v tomto tvaru dosadime do ¢asové Schrodingerovy rovnice a ziskdme linearni
rovnici pro koeficienty a,(f).

d N
iy §:|n>=Hzan(l)|”>;

ihzd;z: |n)=2an(t)E”|n); / {k| zleva
n n




182 Kvantovd teorie

. dak
ih—=a, ()E, ;
& k (DE)

B (1)
a(t)=cye O
Regeni ¢asového vyvoje tedy je:
- iEn (t—to)
W)= c,e " In) . (2.183)
n

Pokud dosadime ¢ = ¢, ziskame rozvoj pocateéni podminky:

W(to)) =2 cqln)- (2.184)

Koeficienty ¢, jsou tedy koeficienty rozvoje pocate¢ni podminky do baze z vlastnich
vektorl energie. Casovy vyvoj se od rozvoje pocateéni podminky lisi jen kmitajici
exponencialou. Pokud tedy zname feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice, miizeme
okamzité napsat i feSeni Casové Schrodingerovy rovnice. Casovy vyvoj nemé v kvan-
tové teorii natolik zasadni charakter jako v newtonovské dynamice, lze ho vzdy jedno-
duse zapsat, pokud zname vlastni stavy a vlastni ¢isla Hamiltonova operatoru.

Pon¢kud elegantnéjsi je operatorové feseni rovnice pro evolucni operator (2.181),
které Ize formalné¢ zapsat jako

in Yo =
dt
. —H(t—tp)
Ut,z) = e'

Evolu¢ni operator je tedy funkci Hamiltonova operatoru. Pokud zname vlastni vektory

a vlastni ¢isla Hamiltonova operatoru (feSeni bez¢asové Schrodingerovy rovnice), mii-

zeme evoluéni operator vyjadrit z véty o spektralnim rozvoji:

L E (t-t9)

~ 2 EnlTh

Ut.t) = e n)nl.
n

Nyni zaptisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na pocatecni stav | o>

(t=19)

1
fEn
> )= ) nlwy) (2.185)

a ziskame tak okamzité feSeni Casové Schrodingerovy rovnice:
1
aEn ([—to)
> lw(0) = Y c,e [n); (2.186)
n
¢y = (nl¥p).

Oba postupy tedy vedou na shodna feseni.
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¢ Piiklad 2.3: Vyvoj vlastniho stavu
Predpokladejme, Ze je systém pfipraven v néjakém vlastnim energetickém stavu (napfi-
klad tfetim). Naleznéte prubeh pravdépodobnosti nalezeni systému.
Reseni: Pocateéni stav je roven
Yo (x) = c3p3(x)
kde c3 je normovaci koeficient. Casovy vyvoj stavu bude dan formuli

iEt
- 283
pt,x)=cze "7 ys(x)

a vysledna hustota pravdépodobnosti vychazi

* 2
w(t, )=y 'y =|eys|

Je patrné, Ze se Casovy vyvoj neprojevil na hustoté pravdépodobnosti, v tomto smyslu se
tedy systém pripraveny v jednom z vlastnich stavl energie nevyviji.

4 Piiklad 2.4: Kvantova interference

Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoZz pocateéni stav je zadan jako linearni
kombinace dvou vlastnich funkci Hamiltonova operatoru.

ReSeni: Pocate¢ni stav je kombinaci dvou vlastnich stavii 1 a 2 Hamiltonova operatoru
(nemusi samoziejmé jit o prvni a druhy energeticky stav, ale o libovolné dva stavy)

Vo (x) = a1 (x) + a5 (%),

¢asovy vyvoj je
— i El t - E2 t
pt.x)=ce " y(x)+cpe T yy(x)

a vysledna hustota pravdépodobnosti vychazi
*
wit, )=y "y =

Er—E L (Ea-E)t

i
2 2 x —( Dt *
=len|” +|eawn|” +| (qu)(ewr) et + () (cpr)e !

Celkova pravdépodobnost je souétem pravdépodobnosti, Ze se systém nachazi ve stavu
1, ve stavu 2 a interferen¢niho kmitavého ¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky.
Vysledek lze jednoduse zapsat takto:

w(t,x) = wy(x) + wy (x) + A(x) cos @t + B(x)sin @t ;
(2.187)
®w=AE/nh.

Uhlova frekvence asovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida kvantovani s energii
rovnou Planckovu kvantu AE = hw.
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2.6.3 Oscilace neutrin

Neutrina (elektronové, mionové a tauonové) jsou ve skutecnosti linearni kombinaci
vlastnich stavii hmoty

|V0!>:Vak|vk>a kdea=e, u,1; k=1,2,3.

Index a popisuje generace neutrin a index k vlastni hmotnostni stavy. Transformacni
matice je unitarni a poprvé ji zavedli Ziro Maki, Masami Nakagawa a Shoichi Sakata
vroce 1962, aby vysvétlili oscilace neutrin pfedpovézené Brunem Pontecorvem. Pro
pochopeni principu oscilaci predpokladejme jen existenci dvou generaci neutrin a mixaz
jejich stavl ve tvaru

|[Ve)=+cos@|v;)+sinB|v,),

|Vu> =—siné |V1>+cos¢9 |V2> .
Unitarni matici jsme zapsali jako béZnou rotacni matici za pomoci thlu . Za letu neu-
trin se budou hmotnostni stavy vyvijet a mixazni poméry ménit. SpiSe nez ¢asovy vyvoj
nas ale bude zajimat vyvoj stavu podél letici ¢astice. Vzhledem k tomu, Ze pro rovinnou

vinoplochu plati
i

ia —(p-x—-Et)
e1(k X-0t) _ eh ,

budeme moci vyvoj hmotnostnich stavii podél letu neutrina zapsat takto:

1
—PkX
Vi) =€t |ve(0)).
Napiiklad stav elektronového neutrina se za letu bude ménit podle formule

1 1
Vo)) =+en""" cosd|v,(0))+en”> sin@|v,(0).

Amplituda pravdépodobnosti, Ze se elektronové neutrino bude za letu jevit pozorovateli
jako ¢isté mionové neutrino (dané svou pocateéni kombinaci), bude

Ay, = (Vu O] ve ().
Po provedeni skalarniho soucinu (hmotnostni stavy tvoii ortonormalni bazi) mame
<, _, =cosf@sin@ {exp (ip2xj —exp [l plxﬂ .
e h n
Neutrina maji velmi malou hmotnost a relativistické energie, a proto 1ze vyuzit rozvoj

2
\/(E/c) —m 2 ,/ mkc /E E mkc

Amplitudu pravdépodobnosti nyni snadno upravime
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i mic? mic?
o =cos@sinfe "¢ | exp| —i x |—exp| —i x||=
Ve=Vy p JME p hE

E m12c3] -
1 — X

) he 2hE
= COSQSIHQC[

iﬁ_m%"}_Amzc} .
. he 2nE 4Rk  Am*c? Am*c?
=cosfsinf e exp| —i X |—exp| +1i x||=
4hE 4hE

X
[ am?é?
sin x|.
4hE
Pokud jsou vlastni hmotnosti rtizné (staci jedna nenulovd), dojde k oscilacim neutrin.

Pravdépodobnost, ze ptivodni elektronové neutrino nalezneme jako mionové je perio-
dickou funkci vzdalenosti od zdroje

23
2:,9Zr/*:sin22¢95in2 Am”c x|
4hE

_ . { he 2ME 4RE
=-2icosfsinf e

o

&,
(N

Am? Em%—mlz .

Z riznych experimentdl je mozné urcit uhel mixaze a stfedni vzdalenost, na které pro-
béhne pfeména neutrin

> L=—4”§’E3,
Am*“c

ze které plyne pouze rozdil kvadratti hmotnosti neutrin. Skute¢na neutrina maji tfi gene-
race a transformacni matice je 3x3 a obsahuje tfi uhly. Princip se ale neméni. Z méfeni
plyne, ze plati

Amyy* = (7,59 +0,21)x10° eV? (KamLAND, 2005)
Amy = (2,43 +0,13)x107 eV (MINOS, 2006).
012~ 33°, 023 ~45°, 03 < 9°.

Mixazni matice se tak rozhodné nepodoba diagonalni matici, jako je tomu v piipadé mi-
xazni matice kvarkt.

Oscilace neutrin byly poprvé pozorovany v roce 1998 na detektoru Super-Kamio-
kande v Japonsku. Pfi pozorovani atmosférickych neutrin (vznikaji interakci kosmic-
kého zafeni s horni vrstvou atmosféry) pfichazel jiny pomér elektronovych a mionovych
neutrin zhora a zdola. Neutrina pfichazejici zhora nestacila oscilovat, naopak neutrina
prichéazejici zdola prolétla celou Zemi a méla dost ¢asu na oscilaci. Obdobné oscilace
pozorovaly ve stejné dob¢ také na Sudburské neutrionové observatoii v USA.
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2.6.4 Dvoustérbinovy experiment, AB experiment,
MZ interferometr

Predstavme si, Ze na dvé Stérbiny dopada proud Castic. Po prichodu $térbinami se na
stinitku zaznamendva, kam ktera dopadla. Vysledkem je klasicky interferencni vinovy
obrazec s maximem dopadti paradoxné mezi obéma $térbinami. Podobné jako v pred-
chozi kapitole se scitaji amplitudy pravdépodobnosti obou moznosti, nikoli samotné
pravdépodobnosti.

Na vysledku nic nezméni ani pocet pfitomnych ¢astic: bude-li tok zleva velmi slaby
a v pruméru se bude vyskytovat v oblasti experimentu jedina castice, nikdy nezjistime,
kterym otvorem prosla. Po dosti dlouhé dobé ziskame statisticky obraz dopadu Castic na
stinitko podle obrazku. Mizeme si tieba myslet, Ze ¢ast ¢astice prosla jednim otvorem
a ¢ast druhym (coZ by odpovidalo tomu, Ze byla v superpozici dvou stavil), nebo ze in-
terferovala sama se sebou. Takové ivahy nemaji realny smysl. Pro posouzeni statistic-
kého vysledku mnoha opakovanych dopadl je dulezity jen souhlas experimentalniho
vysledku s predpovedi danou teorii.

pocet pocet
castic Castic
_____ ; -» - = ===l
R E
e 7
7 7
7 7
// //
P .
7
7
stinitko stinitko

Obr. 2.36: Dvojstérbinovy experiment

Jiny obraz se nam naskytne, pokusime-li se zjistit, kudy ¢astice prolétla. Zakryjeme-li
jeden z otvort, bude maximum dopadajicich ¢astic proti otevienému otvoru. Mizeme
vymyslet rafinovanéjsi postup. Budeme sledovat napiiklad pomoci ¢astic svétla — fo-
tontl, kudy ¢astice prolétla. Bude-li foton malo energeticky, bude mit pfili§ dlouhou
vinovou délku a tim malou rozliSovaci schopnost na to, aby urcil, kudy c¢astice letéla.
Bude-li ale foton mit pro detekci dosti kratkou vinovou délku, mizeme skutecné roz-
hodnout, kudy prolétla ¢astice. Ale néco za néco: kratkovlnny foton ma znacnou energii
a siln€ ovlivni stav prolétajici Castice. Dokonce natolik, Ze interferencni obrazec zcela
vymizi. Obecné€ plati: nepokusime-li se o detekci, s¢itaji se amplitudy pravdépodobnosti
a statistika dopad ma charakter interferencniho jevu. Pokusime-li se o detekci, interfe-
rence zanika a scCitaji se klasicky samotné pravdépodobnosti. Véc je dokonce jesteé za-
peklitéjsi. O detekei se ani nemusime pokusit, postaci, Ze je principialné mozna, a kvan-
tova interference zmizi. TéZko se nam tento fakt pfijima. Je to vlastnost mikrosvéta,
ktera se nam zda velmi podivna. Nase zkuSenosti z makrosvéta jsou zalozeny na komu-
tujicich objektech. Pravé nekomutativnost jevii v mikrosvéte vede ke skladani amplitud
pravdépodobnosti a k interferencnimu jevu.
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Aharontiv-Bohmiiv experiment

V klasické elektrodynamice je mozné elektromagnetické pole popsat bud za pomoci
elektrické intenzity a magnetické indukce nebo za pomoci Ctyipotenciald (viz kapitola
1.6.3 nebo podrobnéji v [1]). Kazdy z téchto popisit ma své vyhody a nevyhody:

1. Elektrické a magnetické pole je pfimo méfitelné pfistroji, potencialy nikoli. Tato
situace vytvaii dojem, Ze pole jsou realné veliciny, zatimco potencialy jen po-
mocné matematické objekty.

2. Elektricka a magneticka pole jsou jednozna¢na, potencialti k danému problému
existuje nekone¢né mnoho. Toho lze vyuzit ke konstrukci co nejjednodussich
rovnic pro potencialy. Na druhou stranu nejednoznac¢nost potencialti opét vzbu-
zuje dojem, Ze koncept potencialli je jen pomocnou matematickou konstrukei.

3. Maxwellovy rovnice v potencidlech jsou jednodussi, vedou na vlnovou rovnici
s nenulovou pravou stranou, pro kterou existuje fada moznosti feseni. Po naleze-
ni potencialii musime ale jesté urcit pole z formuli B=rot A, E =— V¢ — 0A/ot.

4. Pfi transformaci poli do jiné soufadnicové soustavy jsou vhodnéjsi potencidly.
Tvofi Ctyfvektor, ktery se transformuje Lorentzovou matici. Samotnd transfor-
mace poli je ponékud nepiehledna a je dana transformaci tenzoru pole.

5. Do ctyfrozmérného svéta relativity na prvni pohled lépe zapada ctyfpotencial
pole (4, A) nez Sestice hodnot E a B. Ty jsou ve skutecnosti soucasti tenzoru pole
F, jak jsme vidéli v kapitole 1.6.3.

V klasické fyzice mlize ¢astice ménit svou rychlost pouze vlivem elektrickych a mag-
netickych poli. Pokud jsou pole nulova a potencidly nenulové (takova situace miize
nastat), na Castici zadné sily neplsobi. V kvantové mechanice je situace jina. UkdZzeme
si, ze piitomnost nenulového potencialu meni fazi vinové funkce i v ptipadé, ze samotna
pole jsou nulova (napiiklad v prostoru vné dlouhé civky je magnetické pole nulové
a vektorovy potencial nenulovy). Zména faze vinové funkce se projevi zménou interfe-
renéniho obrazce u dvoustérbinového experimentu a jde tedy o méfitelny jev. V tomto
smyslu je klasickda Maxwellova elektrodynamika dopInéna Lorentzovou pohybovou
rovnici neuplnym popisem pfirody, nebot’ nepostihuje vSechny v ptirodé probihajici
a méfitelné déje. Potencialy pole navic nejsou jen matematickou konstrukei, ale maji na
pohyb nabitych ¢astic realny fyzikalni dopad dany kvantovymi zakony.

Poprvé na tuto skutecnost upozornili anglicti teoretici Werner Ehrenberg a Raymond
Siday v roce 1949, jejich prace se ale dostate¢né nerozsitila. Obdobny jev o deset let
pozdéji, tedy v roce 1959, znovu ptedpovedéli izraelsky fyzik Yakir Aharonov a ame-
ricko-anglicky teoretik David Bohm. Aharoniv-Bohmiv jev (AB jev) byl experimental-
né potvrzen az v roce 1986 japonskym fyzikem Akirou Tonomurou.

Zména dopadového obrazce zptisobena pritomnosti magnetického pole
Uvazujme nejprve dvojstérbinovy experiment s usporadanim podle obrazku 2.37 nale-
vo. Za Stérbinami je Uzky pas nenulového magnetického pole (tloustky A/), které mifi
kolmo na pohyb elektronti. Toto pole na né bude piisobit Lorentzovou silou

F =evB (2.188)
smérem vzhtru. Vzhledem k tomu, Ze je tloustka vrstvy nenulového pole mala, budeme

uvazovat, ze se svazek elektront pohne vzhiru vlivem pisobeni konstantniho zrychleni
a = F/m po dobu Az = Al/v. Ve svislém sméru budou elektrony vychyleny o vzdalenost
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2
l@(A—lj =B A2 (2.189)
2 m

1 2
Ay =—a(AH)” =
Y 2 (A 2mv

v

Uhel vychyleni svazku bude podle klasického vypoétu

> tgor=2Y - BAL (2.190)
Al 2mv

At uz bude obrazec dopadu elektronl na stinitku jakykoli, mél by se plisobenim mag-
netického pole thlové posunout vzhiiru o thel a dany vztahem (2.190).

Al B=0
'6’ posun AF0

obrazce

®
—>
=~
i
S
ROV Y

® IB—O
stinitko A#0 stinitko

Obr. 2.37: K vysvétleni Aharonova-Bohmova jevu

Zména dopadového obrazce zptlisobena nenulovym potencidlem (AB jev)

Uvazujme nyni dvojstérbinovy experiment s uspoiradanim podle obrazku 2.37 napravo.
Za $térbinami je dlouhy solenoid, v némz je nenulové magnetické pole. Vné solenoidu,
tedy v oblasti, kterou se pohybuji elektrony, je magnetické pole nulové a obrazec by
nem¢l byt posunut. Nenulovy je zde pouze vektorovy potencial. Uvazujme vinovou fun-
kei ve tvaru

w(t,x)= Ae PX) (2.191)
Konstantnost amplitudy neni pro vypocet podstatnd. Budeme hledat rovnici pro fazi

vlnové funkce, proto dosadime (2.191) do ¢asové Schrodingerovy rovnice (2.182) zap-
sané v x reprezentaci:

32
indY - (ivz +V]y/. (2.192)
ot 2m
Vysledkem je rovnice
2 2 2
599 _ _ih—V2¢+h—(a—‘/’j A (2.193)
ot 2m 2m\ ox

Odd¢lime-li pouze realnou ¢ast, mame rovnici

2
_ah_¢= L((—VI_Q) +V s
ot 2m\ ox
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kterou ptevedeme na finalni tvar
2
9, L[SV syoo:  S=nep. (2.194)
ot 2m\ dx

Jde o Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (1.177), ve které ma veli¢ina S vyznam akce sys-
tému. Faze vinové rovnice je tedy dana akci soustavy:

> (p=%. (2.195)

Pro pfipad interakce nabité Castice s elektromagnetickym polem zname Lagrangeovu
funkeci (1.260)

Lint == _Q¢(t9 X) + QA(t9 X) V.
Faze vinové funkce proto bude

S 1%
¢)=E=%ILimdf=

%I(—¢+A~V)dt:

fo (2.196)
:%j(—¢dt+Akdxk):%_[Aﬂdx”.

At zvolime kterékoli vyjadreni, je faze vinové funkce provazana s potencialy elektro-
magnetického pole, které zde hraji zcela primarni ulohu. Cela vlnova funkce bude

> y/=Aexp[i7QJ-Aﬂdx”}. (2.197)

V oblasti, kterou prolétaji v Aharonové-Bohmoveé myslenkovém experimentu elektrony,
je sice magnetické pole nulové, nenulovy je ale vektorovy potencial, ktery zpusobi
zménu faze vinové funkce a tim posun interferen¢niho obrazce.

Poprvé se pokusil tento jev zméfit japonsky fyzik Akira Tonomura v roce 1982 za
pomoci elektronového holografického mikroskopu, ktery dokaze kromé intenzity elek-
tronového svazku také zaznamenat fazi elektronti (vyzafuji koherentni elektromagne-
tické pole). Vysledky pro pouzitou civku nebyly prikazné, nebot’ pole prosakovalo
ivné civku. Proto vroce 1986 pouzil Tonomura jako zdroj pole feromagnet ve tvaru
toroidu o priméru 6 um. Povrch byl pokryt supravodivym niobem, ktery dokonale od-
stinil magnetické pole. Teplota byla udrzovana na 5 K. Méten byl posun interferen¢nich
prouzkl mezi svazkem elektronti prochazejicich vnittkem toroidu a svazkem elektront
prochazejicich vné magnetu. V téchto oblastech je nulové magnetické pole, ale rizny
vektorovy potencial. Prouzky byly posunuty o hodnotu pfedpovézenou Aharonovym-
Bohmovym jevem [29].

Poznamka: Feynman si predstavoval, ze mezi pocatecnim a koncovym bodem
pohybu castice je nekonecné mnoho desek s nekonecné mnoha stérbinami. Kazda
trajektorie je mozna a pfinasi amplitudu pravdépodobnosti i = 4 exp(iS/#). S¢itani
vsech amplitud pravdépodobnosti vedlo Feynmana k zavedeni tzv. integralu po
drahach. Kvantovou interferenci se vétsina amplitud vyrusi. Posili se jen ty, které
maji blizkou fézi, tj. pro které se priliS neméni akce S. Takova situace nastdva
v okoli minima nebo maxima akce. Nejvétsi pravdépodobnost tedy budou mit tra-
jektorie, pro které je akce extremalni, coz je ale Hamiltoniiv princip nejmensi akce!



190 Kvantovd teorie

Machiav-Zehnderuav interferometr

Obdobnou variantou k dvojstérbinovému experimentu je Machtiv-Zehndertv interfero-
metr. Je pojmenovany podle rakouského fyzika Ludwiga Macha (1868—1951), ktery byl
synem slavného Ernsta Macha, a Svycarského fyzika Ludwiga Zehndera (1858-1949),
povazovaného za objevitele interferometru. Namisto elektrond je zde vyuZzivano svétlo,
které ma opét moznost se Sifit k detektoru dvéma cestami. Tentokrat ale nejde o dvé
Stérbiny, ale o dvé interferenéni ramena tvofena dvéma Uplnymi a dvéma polopro-
pustnymi zrcadly. Budeme ptedpokladat, Ze pii kazdém odrazu se faze posune o 90°.

0 D111 e D1T| 1

A " /
3 ﬂ 3
Iy )
——»|D2—> / > D2 —>

4 7
fo lo

Obr. 2.38: Machlv-Zehnderdv interferometr

Pov§imnéme si nejprve situace na obrazku 2.38 vlevo. Svétlo ze zdroje se na polopro-
pustném zrcadle vétvi na dva svazky (1 a —), které uz spolu nikde neinteraguji a vchazi
do detektorti D1 (detektor svislych paprski) a D2 (detektor vodorovnych paprski):

W) =|T);
|l//(t1)>:%| T>+%I —); (2.198)

|‘//(12)>=|‘//(t3)>=%| _>>+%| T>=%| _>>_%| T>.

V case t; je paprsek (nebo jednotlivy foton) v superpozici dvou stavt (svislé a vodo-
rovné drahy). Koeficienty superpozice zajistuji normovani (soucet vsech pravdépodob-
nosti je roven 1). Pravdépodobnosti jsou dany kvadraty koeficientd u jednotlivych stavii
superpozice, tedy u obou svazku 0,5. V Casech t, a #; je situace stejna — u kazdého
svazku doSlo kjednomu odrazu, ktery je reprezentovan fazovym posunem o 90°
(nasobenim stavu i). V detektorech D1 a D2 je stejna pravdépodobnost zachytu fotont,
budou registrovat stejnou intenzitu svétla. V situaci napravo (B) pfibude jedno polopro-
pustné zrcadlo, na kterém se kazdy ze stavii v Case t, rozdéli do dalsi superpozice:

|w(t3))=%{%|—>>+%|T)}—%[%H%%H)}:—m. (2.199)

Vidime, ze dojde k destruktivni interferenci vodorovného paprsku na detektoru D2
(nezaznamena zadny signal, paprsky pfichazeji v protifazi) a ke konstruktivni interfe-
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renci na D1 (zaznamend vSechny fotony ve fazi, tj. 100 % intenzity svétla). Jde o dalsi
ukazku nelokalniho chovani kvantové teorie zptisobeného principem superpozice stavii.

Pokud bychom chtéli vysledek popsat klasicky, mizeme sledovat jen fazova posu-
nuti horni a dolni vétve interferometru. Do detektoru D1 ptichazi paprsek z horni vétve
po dvou odrazech, tedy s fazovym posunutim 180°. Paprsek z dolni vétve sem ptichazi
také po dvou odrazech, tedy opét s fazovym posunutim 180°. Je zjevné, Ze oba paprsky
prichéazeji do D1 ve fazi a budou se interferencné zesilovat.

V detektoru D2 je ale situace jind. Paprsek z horni vétve absolvoval jediny odraz
a jeho fazovy posun je tedy jen 90°. Paprsek z dolni vétve absolvoval tfi odrazy a ma
fazové posunuti 270°. Oba paprsky jsou tedy v protifazi a interferenci se vyrusi. Takova
klasicka interpretace nam ale neodpovi na otazku, kam se pod¢la energie obou vin, které
do detektoru ptichézeji v protifazi. Odpoved’ je v nelokélnosti kvantové teorie: foton je
v Case #3 Vv superpozici vice stavil a byl registrovan detektorem D1. V detektoru D2 je
nulova pravdépodobnost registrace tohoto fotonu. Dal§imi detaily interference v Macho-
vé-Zehnderove interferometru se budeme zabyvat v kapitolach 2.9.1 a2.9.2.

2.6.5 Ehrenfestovy teorémy, viridlovy teorém

V této kapitole si probereme tfi zakladni teorémy tykajici se casového vyvoje.

Prvni Ehrenfestiiv teorém

Prvni teorém se tyka casového vyvoje operatoru soufadnice. Pro jednoduchost ho odvo-
dime v jednorozmérném piipadé, vyjdeme z principu korespondence a casového vyvoje
(1.40):

> == (2.200)

Druhy Ehrenfestiiv teorém

Druhy Ehrenfesttiv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postu-
povat podobné jako v pfedchozim piipadé:

5 52
£=;[P,H]=; p,P_+V(x) =
dr in ih 2m
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Hodnotu posledniho komutétoru urc¢ime takto: Nejprve nalezneme komutator operatoru
hybnosti s libovolnou mocninou operatoru souradnice (indukci) a vysledek budeme ¢len
po ¢lenu aplikovat na operator potencialu rozvinuty do mocninného Taylorova rozvoje:

[f’,f(] = —[X,IS] = —in1,

[ﬁ,k"“] - x[px] + [BX]X" = —in(+nX",
[Pro] = —ihg—)'f(.

Zakladnim predpokladem téchto ivah je samoziejmé rozvinutelnost potencidlni energie
do Taylorovy fady. Po dosazeni za vypoéteny komutator druhy Ehrenfestiv teorém vy-
chazi:
P
> aP_ (2.201)
ds oX

coz je vlastn¢ kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zaporné vzaty gra-
dient potencialni energie je pusobici silou).

Virialovy teorém
Viridlovy teorém je velmi uzitecny nejen v kvantové teorii, ale i ve statistické fyzice.
Uréuje stfedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potenci-

alni. Uréeme nejprve maticové elementy komutatoru dynamické proménné 4 s Hamil-
tonovym operatorem v energetické reprezentaci:

(n|[AH]|m)=
=(n|AI:I—I:IA|m>=
=(E, —E,)(n|Alm)=
:(Em _En)Anm'
Pro n=m mame

(n|[AH]|n)=0.
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Za operator dynamické proménné 4 budeme nyni volit soucin soufadnice a hybnosti:
(n|[XP,H]|n)=0,
(n|[X,HIP|n)+(n|X[P.H][n)=0

dX - . dP
LBy +(n|X—|n)=0.
<n|dt [n)+(n] d¢|">

Za ¢asovy vyvoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorémi:

P’ 1
<n|—|n> (n \— 8X|n>'

Ve tiech dimenzich je vysledek souctem piispévkil v jednotlivych osach. Na levé strané
stoji stfedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operdtor viridlu:

X; v (2.202)

> (n|Tiny=(n|¥|n); V=

Pro jednorozmérny harmonicky oscilator ma operator viridlu snadnou interpretaci — je
pfimo roven potencialni energii:

L% _Lige
29X 2

V(X) =%k$(2 = Y=

Stfedni hodnoty kinetické a potencialni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.

Poznamka: Jiz v roce 1933 upozornil Fritz Zwicky, ze v kupé galaxii ve Vlasech
Bereniky je pohyb galaxii vétsi, nez by odpovidalo viridlovému teorému pro gravi-
taéni potencialni energii. Re§enim je existence dal§i neviditelné (temné) hmoty
v této kup€. V roce 1968 byl podobny problém zjistén Verou Rubinovou i pro
ob&zné rychlosti hvézd v perifernich oblastech samotnych galaxii. ReSenim je
existence hal6 z temné hmoty v okoli galaxie. Viridlovy teorém mize byt proto
velmi uziteCny i pro makroskopické nekvantové systémy. Svitici (registrované)
hmoty v galaxiich je jen asi 1 %. V roce 2000 se pomoci Hubblova dalekohledu
ukazalo, ze az 50 procent hmoty Galaxie mize byt soustfedéno ve velmi starych
amalo sviticich bilych trpaslicich, ktefi doposud nebyli pozorovatelni. Patfili
pravdépodobné k prvni generaci hvézd pred cca 12 miliardami let a vypliuji celé
hal6 Galaxie. Obdobné tomu bude i u ostatnich galaxii. K feseni problému temné
hmoty bili trpaslici zdaleka nestaci. S nejvétsi pravdépodobnosti jde o neznadmou
formu hmoty nebaryonové povahy, ktera se hleda v mnoha podzemnich labora-
tofich svéta. Prikladem muze byt italska laboratof pod horou Gran Sasso a jeji
experiment DAMA/Libra, jinym experimentem je CoGeNT v dole Soudan ve Spo-
jenych statech. Z méteni sondy Planck plyne, ze ve vesmiru je 27 % temné hmoty
(z celkového mnozstvi hmoty a energie). Udaj je z roku 2015.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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2.7 Relativisticka kvantova teorie, spin

2.7.1 Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Lorentzova transformace popisuje pfechod mezi dvéma inercidlnimi soufadnicovymi
soustavami, které se vic¢i sobé pohybuji rovnomérné ptimocare. Je zdkladem specialni
relativity Alberta Einsteina a detaily odvozeni ¢tenaf nalezne v [1] nebo v prekrasné
ucebnici [21]. Lorentzova transformace je unitarni transformaci a z matematického hle-
diska patii do skupiny rotaci. Proto se nejprve seznamime s obycejnou rotaci v tf¥iroz-
mérném prostoru.

Prostorova rotace
Pootoc¢ime-li soufadnicovym systémem kolem osy z o thel ¢, 1ze transformaci jednodu-
Se zapsat jako (viz kapitola 3.2.3 Rotace v rovin¢)
f=t,
X=Xxcos@Q+ ysing,
k S@tysng (2.203)
y=—xsingp+ycosgp,
Z=1z.
Casovou soufadnici budeme d4vat na nultou pozici, pii prostorové rotaci se &as neméni.
Celou transformaci popiseme pomoci rota¢ni matice R;, Podobné mtizeme popsat rotace
kolem ostatnich soufadnicovych os (staci cyklicky zaménitx —y — z — x):

10 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 cosp 0 —sing
X = . B Ry = E)
0 0 cosep sing 0 o0 1 0
0 0 —sing cosg 0 sinp 0 cos¢
| (2.204)
1 0 0 o0
R = 0 cosgp sing O
10 —sing cosp 0]
0 0 0 1

Rotace patfi mezi unitarni transformace. Pfipomeiime si, Ze unitarni operatory zachova-
vaji skalarni soucin, proto plati

» UU=1 = detUtdetU=1 = (detU) (detU) = |detU* =1. (2.205)

Pro realné matice je determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace),
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se piesvédcime, ze determinant vSech tii rotatnich matic je
roven +1. S rotacni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvdme moment hyb-
nosti. Tato veli€ina je danou symetrii definovana (viz teorém Noetherové, kap. 1.2.1).
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Lorentzova transformace

Velmi pribuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici prechod
mezi dvéma vzijemné se rovnomérné pohybujicimi inercidlnimi soufadnicovymi sys-
témy, piedpokladejme, Ze v ose x (odvozeni viz naptiklad [1], [21], [7]):

> F=——, (2.206)

Tuto zndmou transformaci lze zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobég. Zave-
deme-li relativistické proménné x, =ct, x; =x; x, =y ; x3 =z a relativistické koeficienty

p=ls  y=—L_ (2.207)

C 1— ﬁz
budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osach matice ziskame cyklickou
zameénou) mit tvar

y - 00 y 0 -yB 0
- 00 0 1 0 0
A, = wB oy A= ’
0 0 10 Yol=yB 0 ¥y 0
0 0 01 0 0 0 1
> (2.208)
y 00 =
0 1.0 O
A=
0 01 O
-3 00 ¥y
Determinant transformacénich matic je roven
det A=y> =2 8% =p*(1- %) =1 (2.209)

a jde tedy opét o rotace, tentokrat v roviné dané casovou a jednou prostorovou osou.
Charakter rotaci 1épe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci substituce

7 =chu (2.210)
v =shu '
kde veli¢ina u se nazyva rapidita a je definovana vztahem
> u=ath?. 2.211)

Cc

Lorentzova transformace ziska za pomoci rapidity jesté prehlednéjsi tvar
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chu —shu 0 0 chu O —-shu O
—shu chu 0 0 0 1 0 0
AX= 5 A = )
0 0 1 0 Y | =shu 0 chu 0
0 0 0 1 0 0 0 1
| 2
chu 0 O -shu
0 1 0 0
A, =
0 0 1 0
—shu 0 0 chu

Povsimnéte si, Ze jednotkovy determinant vSech tfi matic je nyni patrny na prvni pohled
(ch?2 u—sh2u=1). S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné¢ ve dvou iner-
cialnich soustavach, které se navzajem pohybuji rovnomérné pfimocare) se poji existen-
ce nové zachovavajici se veliCiny, ktera se nazyva spin.

2.7.2 Spin

V minulé kapitole jsme vidéli, ze podobnou tlohu, jakou mé prostorova rotace, ma i Lo-
rentzova transformace. Jde také o rotaci, ale v rovin¢ dané ¢asovou a jednou prostoro-
vou soufadnici o imaginarni uhel nazyvany rapidita. Rota¢ni symetrie odpovida symetrii
systému vzhledem k pootoceni, Lorentzova symetrie odpovida stejnému chovani sys-
tému v riznych, navzajem se rovnomérn¢ pohybujicich inercidlnich soufadnicovych
soustavach. S obéma symetriemi se poji odpovidajici zakony zachovani:

rotacni symetrie - moment hybnosti L
Lorentzova symetrie - spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi tézko
predstavit. Znaéné nepiesné, ale presto ilustrativni, je predstavit si ¢astici obihajici ko-
lem centra a soucasné rotujici kolem vlastni osy. V této klasické predstavé odpovida
momentu hybnosti orbitalni rotace a spinu vlastni rotace.

Obr. 2.39: Nepresna predstava spinu jako rotace kolem osy
a momentu hybnosti jako obéhu kolem centra

Skutec¢né Castice ani neobihaji kolem centra, ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich cel-
kovy rotacni stav je dan dvéma veli¢inami — momentem hybnosti (orbitdlnim momen-
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tem) a spinem (vnitinim momentem). Ob¢ veli¢iny se mohou skladat, potom hovofime
o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé. Operator spinu ma stejné ko-
mutacni relace jako moment hybnosti (2.25), (2.27)

[él, §2] = ihé3 + cyklické zdmény,
> (2.212)
[S%,8;]1=0.

Pro spin zavadime dvé kvantova Cisla (stejné¢ jako u momentu hybnosti): 1) spinové
Cislo neboli spin s urcujici velikost a 2) magnetické spinové ¢islo mg uréujici projekci
spinu do tieti osy. Pro spin lze pomoci posuvnych operatord odvodit stejné jako pro mo-
ment hybnosti vztahy (2.149)

|S|=+/s(s+1) i, s =0,1/2, 1, 3/2,...;

S3 =mgh, mg= —s,—s+1,...,5.

> (2.213)

Tentokrat se ale realizuji i polo¢iselné hodnoty, které jsme pro komutaéni strukturu
(2.212) respektive (2.25) odvodili dfive. Hodnota spinu s je pro elementarni Castice
neménnou charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického néboje O nebo klidové
hmotnosti my.

Spin nékterych ¢astic
leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d, u, s, c, b, t) 1/2
skalarni mezony (piony m, kaony K) 0
vektorové mezony (réony p, kaony K) 1
hadrony (neutron, proton, A hyperon) 1/2
hadrony (A, Q) 3/2
polni bosony (y, W, Z0, gluony) 1
gravitony 2

Pfitomnost spinu zvySuje stupent degenerace energetickych stavii. Napftiklad elektron
v atomdrnim obalu, ktery mé energeticky stav uréeny hlavnim kvantovym c¢islem, jiz
nema stupen degenerace n2, ale 2n2. Elektron ma totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou uréeny
¢tvetici Cisel n, I, m, ms. Projekce spinu ms mtze nabyvat dvou hodnot £1/2 a pocet
stavil se zdvojnasobuje.

Céstice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitalni
moment hybnosti. Magnetické vlastnosti Castic proto nemuseji souviset jen se sku-
teCnym rota¢nim pohybem ¢astic, ale i s ,,vlastnim momentem® — spinem. V pfitomnosti
nehomogenniho magnetického pole reaguji ¢astice na toto pole. Stavy, které piivodné
odpovidaly jediné energii, se Stépi na multiplety blizkych energetickych podhladin.
Stupent degenerace se snizuje, stavy s riznym m a ms maji riznou energii. Hovofime
o tzv. sejmuti degenerace v piitomnosti magnetického pole.

Spin byl poprvé pozorovan ve Sternové-Gerlachové experimentu v roce 1922. Ato-
my stiibra odpatujici se z picky byly kolimovany do svazku prochazejiciho nehomo-
gennim magnetickym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogen-
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nim poli pisobi sila F = —uVB (viz naptiklad odvozeni v navazujici u¢ebnici [2]). Mag-
neticky moment jednotlivych stavi je rtizny, a proto je riizna i vysledna ptsobici sila
a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav /=0 $tépit vibec
(m=0), stav /=1 se bude $tépit na tfi rizné podstavy (m =0, £1) a na stinitku se vy-
tvoii jedna nebo tfi stiibrné skvrny (i ve vyssich stavech [ pujde vzdy o lichy pocet
skvrn). Na stinitku vSak byly pozorovany dvé stfibrné skvrny, coz svédci o elektronu
s orbitalnim stavem /= 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou urceny
dvéma projekcemi ms = £1/2). Sudy pocet projekci znamena polo¢iselné feSeni komu-
tacnich relaci (2.212) respektive (2.25). Hypotézu o existenci vlastniho momentu elek-
tronu, ktery ma podobné vlastnosti jako orbitadlni moment, podali jesté pied teoretickym
objasnénim spinu Ralph Kronig, George Uhlenbeck a Samuel Goudsmit v roce 1925.
Spin jako diisledek Lorentzovy symetrie teoreticky objasnil Paul Dirac v roce 1927.

picka

Obr. 2.40: Schéma Sternova-Gerlachova experimentu

Izospin
V poloving 20. stoleti bylo objevovano velké mnozstvi elementarnich ¢astic. Pii vy-
zkumu jejich vlastnosti se ukézalo, ze nekteré Castice se chovaji pii silné interakci témer
shodné a tvoii jakousi pfibuzenskou skupinu neboli multiplet. Pfikladem muize byt
dublet (dvojice) neutron a proton nebo kvadruplet (¢tvefice) A Castic. Podobnych vlast-
nosti neutronu a protonu pii silné interakci si povSimnul Heisenberg jiz v roce 1932
a napadlo ho, Ze by bylo mozné tyto Castice chapat jako dva rizné kvantové stavy jedné
jediné ¢astice, nukleonu. Pojmenovani izospin navrhnul Eugene Wigner v roce 1937, Slo
o zkratku ze slov izotopicky spin. Véc fungovala jako u spinu. Neutron a proton jsou
dve castice, takze jejich izospin /="' a Castice se lii tfeti projekci izospinu /3, ktera
mize nabyvat hodnot +% (proton) nebo —% (neutron).

Zavedeni izospinu bylo piedzvésti objevu vnitini struktury nejenom neutronu
a protonu, ale i ¢astic v ostatnich multipletech. Ukazalo se, Ze jsou slozeny z kvarkt ,,d*
a ,,u“, jenz se pii silné interakci chovaji velmi podobné. Proto vznikaji multiplety,
jejichz Castice maji obdobné vnitini slozeni. Tak, jako je pro Castici se spinem s pocet
moznych projekci 2s+1, ma multiplet s izospinem / celkem 2/+1 ¢lent, tj. multiplet s N
¢leny ma izospin
_N-1

5

Tieti komponenta je potom déna vnitini strukturou ¢astice, konkrétné poctem kvarkl
»d“ a ,u kazdy kvark ,,u* ptispéje k projekci izospinu hodnotou +% a kazdy kvark ,,d*
hodnotou —'%, antikvarky samoziejmé opacnou hodnotou:

> I =N, ~¥%Ng ~%Ng +%N3 (2.215)

I (2.214)

Velmi uziteéna je tzv. Gell-Mannova—Nishijimova formule, kterou lze snadno odvodit
z posledniho vztahu, pokud zndme naboje jednotlivych kvarkd:
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> L=0-%Y, (2.216)

kde Y je tzv. hypernaboj (primérny elektricky naboj multipletu). Nejlépe je vSe patrné
z nésledujiciho obrazku.

ddu uud

1 12 0 412 +1

ddd L,l_gd H\Ud uuu

32 -1 -12 0 12 1 32

-1

Obr. 2.41: Ukazka vzniku multipletd u baryonU (¢astic sloZenych ze tfi kvarkad). V dolni ¢asti maji
vSechny tfi kvarky stejné orientovany spin, tedy vysledny spin ¢astic je 3/2. V horni ¢asti jsou
baryony s vyslednym spinem 1/2 (jeden kvark ma orientaci spinu opacnou nez zbyvajici dva).
Nalevo je kvarkova struktura Castic, napravo nazvy jednotlivych castic. Na diagramech Sikmo-
vpravo vzhuru roste elektricky naboj, smérem doll roste pocet podivnych kvark( (podivnost S)
a doprava roste projekce izospinu v multipletu. VSechny ¢astice multipletu jsou vZdy na vodorov-
né pri¢ce pomysiného Zebficku. Na schématech tak postupné shora jdou: dublet nukleont
(neutron a proton), triplet I (sigma) se spinem 1/2, dublet = (ksi) se spinem 1/2, kvadruplet A
(delta), triplet = se spinem 3/2, dublet = se spinem 3/2 a singletni ¢astice Q (omega). Zkuste si
najit projekce izospinu jednotlivych ¢astic multipletu podle vztah( (2.215) nebo (2.216).
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2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice

Schrodingerova rovnice neni relativisticka, a proto nemutze spravné popsat spin. Pfi
jejim odvozeni jsme pouzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem
byla Schrodingerova ¢asova rovnice (2.182), ktera ma v x reprezentaci tvar

in< =( -V +7)y=0.

V rovnici se nachazi prvni ¢asova derivace a druhé prostorové derivace, ¢as a prostor
nejsou rovnopravné, rovnice zjevné neni relativisticka. Relativistickou konstrukei 1ze
vytvofit jak ve druhych (Kleinova-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rov-
nice) derivacich. V této kapitole se budeme zabyvat konstrukci spravné rovnice ve dru-
hych derivacich.

Kleinova-Gordonova rovnice

Rovnici pro vlnovou funkci ¢astice ve druhych derivacich poprvé odvodili Oskar Klein
a Walter Gordon. Predpokladejme, ze hledame linearni rovnici, ktera limitn€ pfi malych
rychlostech pfejde ve Schrodingerovu rovnici. U linedrnich rovnic plati princip superpo-
zice a obecné feseni lze vzdy slozit z rovinnych vin

v, () = ak) e = a(k) % = g (@, k) el x—11, (2.217)

Ttirozmérné vektory jsou oznaceny tucné. Slozky vinového vektoru k* musi byt nutné
z4vislé, nebot’ 1 parcialni viny (2.217) musi splitovat hledanou rovnici. Takova zévislost
se nazyva disperzni relace a miZzeme ji zapsat v implicitnim tvaru

H@,k)=0. (2.218)

V nékterych ptipadech je mozné nalézt explicitni zavislost @ = w(k). Obecnd vinova
funkce bude superpozici

w(x)= ja(k) ellFx] 5(g)d*k = ja(w,k) eilkx—ok)] g3y (2.219)

Diracova distribuce zajistuje automatické splnéni disperzni relace (2.218). Parcialni
(rovinné) vlny lze snadno derivovat:

3%y (x) =ik (x) (2.220)
a parcidlnim derivacim odpovidaji algebraické vyrazy
% « ik” (2.221)
S vyuzitim duality (2.4) mame
% < ip”. (2.222)

Nejptirozenéjsim prechodem od komutujiciho k nekomutujicimu popisu je tedy zave-
deni operatorti na £* piedpisem

p* =—iho? ;
pro=TInes (2.223)
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Snadno dopocteme, ze takto zavedené operatory spliuji komutacni relace, které jsou ve
shodé s principem korespondence mezi Poissonovymi zavorkami a komutatory

5 5o

(2.224)
[)e“,ﬁﬁ} —ing? .
V (3+1) dimenzionalnim formalizmu 1ze prvni ze vztah (2.223) zapsat jako
EE-Hha/at, (2.225)

p=-ind/ox.

Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformacnimi vlast-
nostmi Ctyfvektorti. Druhou relaci jsme jiz pouzivali v x reprezentaci operatoru hyb-
nosti, viz (2.48). Najdéme nyni velikost ctythybnosti

E/c E?
p* s[ , j = pap” =—5+p (2.226)
C

Tato hodnota musi byt ve vSech soutadnicovych soustavach stejnd a mizeme ji urcit
. , v ows e : 2
v klidové soustavé castice, kde je E = myc”, p=0:

pap* =-mic*. (2.227)

V (3+1) formalizmu jde o znamou Pythagorovu vétu pro energii

E*= p202 + mgc4.
Tento vztah je spravnym relativistickym vztahem pro energii volné ¢astice, a proto se o
n¢ho musi opirat odvozeni relativistické varianty Schrodingerovy rovnice. PfepisSme
proto (2.227) do operatorové podoby:

(ﬁaﬁ“+m§c2)w:0; P =—ind?. (2.228)
Rovnice (2.228) je Kleinova-Gordonova rovnice pro volnou Castici. Po dosazeni za
operatory ziskame jiny €asto pouzivany tvar Kleinovy-Gordonovy rovnice
myC

> (m—xz)y/=o; o= 00 (2.229)

Kleinova-Gordonova rovnice je relativistickou analogii Schrodingerovy rovnice pro
volnou ¢astici. Pfi malych rychlostech limitné ptechazi v nerelativistickou Schrodinge-
rovu rovnici. Jde o linearni rovnici a kazdé jeji ,,rozumné* feSeni je mozné zapsat po-
moci Fourierovy transformace jako superpozici rovinnych vin. Konstanta x je

v normalni soustavé jednotek (¢ = 1, & = 1) rovna klidové hmotnosti ¢astice.

Nerelativisticka limita

Kleinovu Gordonovu rovnici (2.228) miizeme v operatorovém tvaru zapsat jako
E* =p?c? +mic. (2.230)

Obé strany formaln¢€ odmocnime. Odmocninu chapeme jako funkci operatoru ve smyslu
(3.263) nebo (3.296):
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)
E=%+ f)202+m3041=m002 1+ I;z =
mycC
2
zmocz 1+ p2 s+ =
2mge
~2
Ezmoczl+p—
2m0

Zaporné znaménko pifed odmocninou jsme zatim vynechali jako nefyzikalni a budeme
se jim zabyvat az v kapitole vénované Diracové rovnici. Prvni ¢len miizeme chapat jako
konstantni/nulovou potencialni energii (posunutim o konstantu se potencialni energie
nezméni) a druhy je bézna kineticka energie Castice. Po dosazeni za operatory z (2.225)
ziskame ¢asovou Schrodingerovu rovnici (2.182) s nulovou, resp. konstantni potencialni
energii. Pro malé rychlosti (hybnosti) Kleinova-Gordonova rovnice pfechazi ve Schro-
dingerovu rovnici.

Pravdépodobnostni interpretace

Hustota p a tok pravdépodobnosti j vyskytu ¢astice by mély spliiovat rovnici kontinuity
(zékon zachovani pravdépodobnosti vyskytu ¢astice) ve tvaru

9,j%=0; j“ z(p_cj. (2.231)
J

Ukazme, ze takovy zakon zachovani je v Kleinové-Gordonové rovnici obsazen. Na-

leznéme kombinaci y'(2.229)-y(2.229) :

1//* (D—Kz)l// - l//(D—KZ )1//* =0 =
z//*D;u - ;ul:n//* =0 =
W' 9,0% —wd 0% =0.
Nyni v obou vyrazech vyuzijeme identitu /8,g = 0,(fg) — (8uf)g:
30 (W' "W )~(909 ") (0%W ) =0 (w0 |+ (3a) (0¥ ) =0.

Pokud v poslednim ¢lenu vyrazu zvysime prvni index a snizime druhy, vyrusi se s dru-
hym ¢lenem a dostaneme:

00 (¥ 0%W) =00 (w3%y")=0 =

> 3% =05  jC =y % -pd%y . (2.232)

Ctyivektor j¢ reprezentuje nenormovanou pravdépodobnost vyskytu ¢astice. Hustota
pravdépodobnosti jO (v SI j0/c) neni bohuzel pozitivné definitni a Kleinova-Gordonova
rovnice piipousti i zaporné hustoty pravdépodobnosti. Resenim tohoto problému (vytsti
v existenci antic¢astic) se budeme zabyvat v kapitole vénované Diracové rovnici.
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Disperzni relace

Po dosazeni rovinné viny (2.217) do Kleinovy-Gordonovy rovnice ziskame disperzni
relaci

@* =k + Pk = o=tk + 22 (2.233)

Zaporné feSeni (odpovida zaporné energii Aw) budeme opét povazovat za nefyzikalni.
Standardnim postupem urc¢ime fazovou a grupovou rychlost:

/ K2/12
=c,/1+—
k2

T J = _\/ e
1+— 1+

»Ie

k? 4r?

Na prvni pohled je ziejmé, Ze grupova rychlost je vzdy podsvételnd. Z Hamiltonovych
rovnic mechaniky

0 _dw_oJhw _J0H _

€0k ohk dp

plyne, Ze grupova rychlost vinového baliku je analogem mechanické rychlosti pohybu-
jici se Castice. Oproti tomu fazova rychlost je vzdy nadsvételnd a nemd vyznam pienosu
informace. Mezi obéma rychlostmi je jednoduchy vztah vfvg = c2. Obé rychlosti zavisi
na vilnové délce parcialni viny, tj. dochazi k disperzi.

Kleinova-Gordonova rovnice pro nabitou ¢astici
v elektromagnetickém poli

V ptitomnosti elektromagnetického pole se v Hamiltonové funkci (1.50) vyskytovala
kanonicka (zobecnéna) hybnost v kombinaci p — QA. Obdobné tomu musi byt i v Klei-
nové-Gordonoveé rovnici (2.228), kterd ma pro nabitou c¢astici v elektromagnetickém
poli tvar

| (Po=04e) (57~ 047 )4 mict |w=0;  p*=-ind”.  (2234)
Po dosazeni za operator hybnosti a roznasobeni vSech ¢lenti mame
—n2ay + 0?4, A% + m3 Py +1100 , A%y +2ihQA% =0,  (2.235)

Vyuzijeme-li kalibra¢ni podminku (1.256), tj. polozime-li 6,4% = 0, ziskame vyslednou
rovnici

{u Kz——A A% - '%A“aa w=0;

hZ

(2.236)
_ "Mo¢
n

pro popis nabité Castice v elektromagnetickém poli.
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Vodikovy atom

Nazna¢me nyni, jak by se postupovalo pii hledani spektra vodikového atomu z Klei-
novy-Gordonovy rovnice. Elektron s nabojem Q =—e je v poli jadra, které Ize vyjadfit
vztahy (pro vodik je Z = 1, vztah plati i pro jiné atomy)

AO :22 " Ze ,
c 4regre (2.237)
A=0.

Kleinova-Gordonova rovnice ziska tvar

2 2
[V2 _La__,(z +(%j +2i¢? 3}//(t,r,9,¢)=0~

2 o2 fic he cot

Laplacetv operator rozlozime na radialni a tthlovou c¢ast stejn€ jako v nerelativistickém
pripadé (2.153). Budeme hledat staciondrni feSeni, tj. casovou ¢ast vinové funkce bu-
deme ptedpokladat ve tvaru exp(—iwt) = exp(—iEt/h), prostorovou cast zapiSeme jako

vvvvv

kde jsme oznacili

a= (2.238)
471'80716‘

tzv. konstantu jemné struktury. Po provedeni ¢asovych derivaci ziskame rovnici

2 E-mdd (za Za E
V2 - + 0" 4+ 22| 4222 = |R(1)Y,,(8,0)=0.
[ r h2r2 hzcz ( r j P hc (r) lm( ¢)

Nyni zaptsobime operatorem L2 na thlovou &st vinové funkce podle vztahu (2.148)
a vyjadiime radidlni ¢ast Laplaceova operatoru

2 2 2 2 4
— E< —
]"2 dr dl" }/'2 r hc hzcz

Jde o obycejnou diferencialni rovnici, ktera se fesi standardnimi postupy (asymptotické

chovani, rozvoj do fady, ofiznuti). Vysledkem jsou tzv. Laguerrovy polynomy a ener-

getické spektrum

Zo? VALY
m? 2l +1)n?

> B, =m’ —mocz{ (n —%(21 +1)j+(f((20:)6 )} (2.239)

Hlavni kvantové Cislo je definovéano stejné jako v nerelativistickém ptipadée, druhy ¢len
v hranaté zavorce reprezentuje prvni relativistickou korekci a soucasné sejmuti degene-
race spektralnich car.
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Problémy

Kleinova-Gordonova rovnice ma tfi zékladni problémy:

1. Druhé Casové derivace znamenaji zaddni pocatecni podminky nejen na vinovou
funkeci (reprezentuje stav systému), ale i na prvni ¢asovou derivaci vlnové funkce,
coz je fyzikalné jen obtizn¢ interpretovatelné.

Hustota pravdépodobnosti neni pozitivné definitni.
3. Kleinova-Gordonova rovnice poskytuje i zaporné energetické stavy.

2.7.4 Diracova rovnice

Spravnou relativistickou kvantovou rovnici pro nabitou ¢astici, ve které jsou obsazeny
jen prvni derivace, odvodil Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) v roce 1928. Uka-
zalo se, ze jde o mnohem vhodnéjsi rovnici pro elektron, nez je Kleinova-Gordonova
rovnice. Tim, Ze rovnice je jen v prvnich derivacich, postaci zadat poc¢ate¢ni hodnotu vl-
nové funkce a automaticky odpadé nutnost zadavat prvni derivaci vinové funkce. U Di-
racovy rovnice je hustota pravdépodobnosti pozitivné definitni a tak odpada i druhy
zéakladni problém Kleinovy-Gordonovy rovnice. Problém zapornych energetickych sta-
vl nicméné pretrvava a Dirac tyto stavy interpretoval jako stavy pfisluSejici antic¢astici
k elektronu — pozitronu. Ten byl objeven az v roce 1932 Carlem Andersonem.

Diracova rovnice

Hledejme rovnici, ktera ma stejny tvar jako Schrédingerova rovnice, ale Hamiltondv
operator je linearni funkei prostorovych derivaci:

ot (2.240)
]:[ = ala] +a282 +a383 +b .

Z rozmérovych divodi budeme namisto koeficientl a* a b hledat koeficienty ak a j,
které jsou bezrozmérné:

Fls—ihc(alal +0a%9, +a383)+ﬁm062. (2.241)

Na koeficienty mame dvé zékladni podminky:
1. Kvadrat Hamiltonovy funkce musi dat pravou stranu (2.230), tj.

H? =pc? + m3c*i; (2.242)
tim bude kazdé feSeni Diracovy rovnice fesenim Kleinovy-Gordonovy rovnice
(nikoli naopak, druhé derivace néktera feSeni ptidaji).

2. Nova rovnice musi byt relativisticky kovariantni (tj. jeji tvar se nesmi zménit po
provedeni Lorentzovy transformace soufadnic a poli).

Za chvili uvidime, ze tyto podminky nespliuji zadné Ciselné koeficienty a hledana cisla
ok a B musi byt matice. Vyjdéme z podminky (2.242), do které dosadime hamiltonian
(2.241) a za operator hybnosti z (2.225):
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A

A? = f)zc2 +mgc4i ;
(—ihcakak + Bmyc? )(—ihcalal +ﬂm0c2) =pc +mict;
—hzczakalakal —ihcmoc2 (akﬂ+ﬂak )ak +ﬁ2m§c4 =-n2*V? + méc4i
Porovnanim ¢lenti na levé a pravé stran¢ mame koeficienty:
akalaka[ =V2 ,
o B+ pat =0, (2.243)
B =1.
Prvni relaci upravime snadno na tvar
1
E(o/‘o/ +0/0(k)8k8, =V =

(2.244)

0 k=l
kol +d ok = prof#L,
2 prok=I.

Pozadavky (2.243), resp. (2.244) nespliuji zadna realna ani komplexni ¢isla. Budeme
proto hledat soustavu ¢tyf matic, jejichz zajimavé vlastnosti nejprve piehledné sepiSeme
a vzapéti dokdzeme

1. Matice ok a 8 antikomutuji (kazda s kazdou):
{ak,al}:{ak,ﬂ}:o; k%l (2.245)
2. Kvadraty matic ak a B daji jednotkovou matici:
() =(2?) =(e) =(8) =i (2246)
3. Matice a* a 8 jsou hermitovskeé:
(ak )T -, pi=p. (2.247)
4. Vlastni ¢isla matic ak a f# mohou nabyvat jen hodnot +1 a —1.

5. Stopa matic o/ a £ je nulova.

6. Matice o* a f8 jsou nezavislé.

Dokazme nyni jednotliva tvrzeni

Ad 1. Antikomutacni relace matic a* a f plynou okamzité z relaci (2.243) a (2.244).
Poznamenejme, Ze antikomutator dvou objekti je definovan jako {4, B} = AB+BA.

Ad 2. Tvrzeni opét plyne okamzité z relaci (2.243) a (2.244). Je ziejmé, ze druhé moc-
niny vSech Diracovych matic daji jednotkovou matici.

Ad 3. Hermitovost matic ok a f plyne z pozadavku na hermitovost operdtoru energie
(2.241). Diracovy matice jsou tedy hermitovskeé.
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Ad 4. Z podminky (2.246) plyne, Ze vlastni ¢isla matic o a f leZi na jednotkové kruz-
nici v komplexni roving, tj. |4 |= 1. Hermitovské matice ale maji realna vlastni Cisla,
tedy pfipadaji v uvahu pouze hodnoty 1 = +£1.

Ad 5. Stopou matice nazyvame soucet diagonalnich ¢lent
Tr(A) = 4%, . (2.248)
Tr je zkratkou z anglického trace. Stopa matice se nezmeéni pii cyklické zaméné matic:
Tr(AjA, - An)=Tr(A,--AyA)), (2.249)

tj. prvni matici miZzeme odstéhovat na posledni misto v souéinu (nebo posledni na
prvni). Nyni jiz snadno dokazeme, Ze stopa hledanych matic je nulova:

Tr(ak ) = Tr( 2ok ) = Tr(ﬂﬂak ) =
Tr(ﬁakﬁ) = —Tr(ﬁﬁak ) = —Tr(ak ) .
Nejprve jsme piidali £, coZ je ale jednotkova matice. Poté jsme jednu matici £ odst&ho-

vali na konec za pomoci cyklické zamény a vratili ji zp€t na pivodni pozici s vyuzitim
antikomutativnosti matic a* a . Preéteme-li si zac¢atek a konec, mame

Tr(of)=-Tr(e*) = 2Tr(d*)=0 =
Tr(@* ) =0.
Obdobné miizeme postupovat u matice :
Te(f)=Tr (@) ) =Tr(ef ot ) =~ Tr( b b ) =-Tr(8) =
Tr(B)=0.

Ad 6. Piedpokladejme zavislost matic, tj. napiiklad matici f bude mozné vyjadfit jako
linearni kombinaci ostatnich:

ﬂ: chak .

Vynasobme relaci zleva matici f:
1= ¢ ot =
Tr(1) =Y ¢ Tr(Be) = %ch Tr(B* +a* ) = %ch Tr(0)=0.

Jde o spor, nebot’ stopa jednotkové matice nalevo je nenulova. Matice tedy musi byt ne-
zavislé. Tim jsou vSechna tvrzeni (1 az 6) dokazana.
[

Stopa matic je invariantem, tj. ve vSech bazich/soufadnicovych soustavach je stejna. Po-
kud u hermitovské matice za bazi zvolime jeji vlastni vektory, bude matice diagonalni
ana diagonale budou jeji vlastni ¢isla. Stopa matice je proto souctem vlastnich Cisel
matice. V naSem piipadé jsou vlastni ¢isla +1 nebo —1, stopa matice je nulova, a proto
musi mit hledané matice sudou dimenzi (aby soucet ¢isel +1 a —1 mohl dat nulu).
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Reseni pro N = 2

V kapitole vénované momentu hybnosti jsme odvodili tzv. spinorovou reprezentaci
momentu hybnosti (2.150). Matice spinu bez piislusnych koeficienti se nazyvaji Pau-
liho matice:

1 0 +1 2 0 -i 3 (+1 0
| 4 o = ; o-=| . ; o= . (2.250)
+1 0 +1 0 0 -1

Pauliho matice maji ndmi hledané vlastnosti. Jsou hermitovské, antikomutuji mezi se-
bou, jejich kvadraty jsou jednotkové matice, vlastni Cisla jsou +1 a —1, soucet ¢lend na
diagonale je nulovy. Jejich jedinou nevyhodou je, Ze jsou jen tfi. My hledame soustavu
¢tyt nezavislych antikomutujicich matic. Ve dvou dimenzich takova soustava ale ne-
existuje. Dalsi nezavislou matici k Pauliho maticim je jednotkova matice, ale ta s nimi
komutuje, nikoli antikomutuje. Navic u ni neni soucet diagonalnich ¢lenti nulovy.

Reseni pro N = 4

Ve ¢étytech dimenzich existuje celkem 16 nezavislych matic a skutecné z nich lze vybrat
4 antikomutujici matice pozadovanych vlastnosti. Jde o nejmensi pocet dimenzi, ve
kterych lze vyfesit Diracovu tlohu. Existuje vice zplsobu, jak vybrat hledanou soustavu
antikomutujicich matic. Dirac je blokové skladal z Pauliho matic a nalezl feSeni

1 0 0 o
> B=0’®1= ;. d=c'®ct = . (2.251)
0 -1 oF o

Kazdy prvek matice znamena blok 2x2. Vysledné Diracovy matice tedy jsou:

+1 0 0 0 0 0 0 +1
0 +1 0 0 0 0 +1 0

B= ; o= ;
0 -1 0 0 +1 0 0
0 0 -1 +1 0 0 0

> (2.252)

0 0 -—i 0 0 +1 0

2 |0 +i 0| 45 |0 0 0 -1

a’ = oo = .
0 -i 0 0 +1 0 0 0
+i 0 0 0 0 -1 0

Ovéite si, ze vSechny matice jsou hermitovské, maji vlastni ¢isla +1 a —1, soucet prvka
na diagonale je 0, v kvadratu daji jednotkovou matici a kazd4d matice antikomutuje
s kazdou. Diracova rovnice pro volnou ¢astici ma nyni jednoduchy tvar:

y1(1,x)
172 . k 2 W) (1,%)
> ith——=(-1hca" 9, +myc ; = . 2.253
o ( K +mg ﬂ)w y V(%) (2.253)
V/4 (t,X)
Koeficienty rovnice jsou matice 4x4, vinovou funkci proto tvoii ¢tvetice funkci (nejde
o ctyivektor!). Jin4 volba ¢tvefice Diracovych matic by vedla na tataz fyzikalni feSeni.
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Operator rychlosti, zaporné energie

Urceme operator rychlosti ¢astice jako operator ¢asového vyvoje polohy podle principu
korespondence (2.179):

o =d§—f=%[xk,ﬁJ =%[xk,—ihcalal +moczﬁJ =

=%[xk,—ihcalad =§0{l [xk,—ihal} =§0{l [xk,le =

c .
=‘—0(l lhgkl =CO(k .
1h

Matice ok tak maji (az na konstantu ¢) vyznam operatoru rychlosti:

oF =ca. (2.254)

Formaln¢ Ize zapsat vSechny tii relace dohromady

V=ca. (2.255)
Za pomoci operatoru rychlosti a hybnosti ziska Diracova rovnice (2.253) jednoduchy
tvar:

aa'f (V-B+moc® By ;

A

V=ca, f)E—ihv.

(2.256)

Re$me nyni Diracovu rovnici pro ¢astici v klidu, tj. s nulovym operatorem rychlosti

i gl

=+
9| V2 p— V2
| Y3 V3
Va B

Reseni je:

w1 (t,x) = 4 (x) eXpl—i m‘;c t}
m()C
h

wu(t,x) = A4(X)6Xp{+1 % t}.

v (6.%) = Ay (x) exp| -

Y3 (t,X) = A3 (x) exp {

Porovname-li feSeni s Casovou ¢asti rovinné viny exp[—iwt] = exp[—i(E/h)t], je ziejmé,
ze prvni dvé feSeni odpovidaji kladné energii E=mgc? a druhd dvé zaporné energii
E = —mgc2. Problém zapornych energetickych stavii tak Diracova rovnice nevyfesila.
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Ukézalo se, ze Diracova rovnice popisuje chovani ¢astic se spinem 1/2 (naptiklad elek-
tron). Ctvefice 1 se nazyvé bispinor. Ma speciélni transformaéni vlastnosti. Horni dvé
komponenty bispinoru popisuji stavy cdstice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji klad-
nou energii. Dolni dvé komponenty maji zdpornou energii a Dirac je interpretoval jako
stavy anticastice s projekci spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnice je v jistém smyslu
»odmocnénim® Kleinovy-Gordonovy rovnice postavené na vztahu E2 = p2c2+ mg2c4.
Proto stavy se zapornou energii nejsou prekvapenim. Elegantni vS§ak bylo Diracovo vys-
vétleni: VSechny zaporné stavy jsou zaplnény (Diracovo ,,mofe elektronti” se zapornou
energii, viz kapitola 2.7.5) se chova jako ,dira“, kterou Dirac interpretoval jako anti-
¢astici s kladnou energii. Tuto analyzu provedl Dirac v roce 1928 a teoreticky z ni pred-
poveédél existenci pozitronu jesté pied jeho experimentalnim objevem v roce 1932 (Carl
Anderson).

Pravdépodobnostni interpretace

Pfi odvozeni rovnice kontinuity pro pravdépodobnost budeme postupovat stejné jako
u Kleinovy-Gordonovy rovnice, jen namisto komplexniho sdruzeni budeme vyuzivat
hermitovské sdruzeni jednotlivych matic i zakladniho bispinoru, ktery tvoii vinovou
funkci. Hermitovsky sdruzeny bispinor ma tvar

vi=(vi w2 v i) (2.257)

Naleznéme nyni kombinaci y/(2.253) — y (2.253)":

+ T . ¥
y! ih%—l/tjﬁhaa—y;y/:l//' (—ihcakak +m002,5)1//—[ihc(akakl//) +myc? (ﬂl//)le//,

N T N

y' ihaa—l';/'i'ihaa—l/;l//=—ihcy/'akakl//+moczl/ﬁﬁl//—ihc(akl/IT)Otkl//—moczl/ﬁﬁl//,
oy oy . .
*a—t’+a—fw=—cv/‘akakw—0(akv/‘)a"w,

0

E(V/TV/) =0y (wicaty),

%(CI//TI//) +0; (y/Tcaky/) =0.

Ziskali jsme tak rovnici kontinuity ve tvaru

9,/*=0;
> . f‘] ) o (2.258)
Py, d=vTvy, V=ca
Hustota pravdépodobnosti je dana vztahem
pe =7 le=vly =yivq +uays +ysws Fyaps 20 (2.259)

a je tedy pozitivné definitni. Tok pravdépodobnosti je zobecnénim vztahu pro klasicky
tok (hustota X rychlost), rychlost nahrazuje operator rychlosti. Vysledny tok pravdépo-
dobnosti je ale obyCejnym vektorem, nebot’ kazda z jeho komponent je soucinem tad-
kové, ctvercové a sloupcové matice, tj. da obyéejné Cislo.
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Diracova rovnice pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

Zobecnéni z volné Castice na Castici v poli provedeme stejn¢ jako u Kleinovy-Gordo-
novy rovnice, tj. nahradime

p%* = p% -04%. (2.260)
V (3+1) symbolice mame
ihi - ihi—QQ;
dct dct c
(2.261)
0 0
—ih— —-ih—-0A.
! ox - ox Q

Diracova rovnice (2.256) ziska nyni tvar

ih%—l/t/—Q@//:[%-(f)—QA)+m0c2ﬁJl//,

neboli
> ihaa—"t”=[%-fy+m0c2ﬁ}1//+[Q¢—QA-ﬂy/. (2.262)
Oproti volné ¢astici pribyl napravo interakéni hamiltonian podle vztahu
in¥ _ Hoy +Hyy ;
ot (2.263)

H, E%hf)+moczﬁ, Hy=0¢—0A-V.

I v tomto ptipadé jde jen o pfimé zobecnéni interakéniho ¢lenu znamého z Lagrangeovy
funkce v klasické mechanice.

Kovariantni tvar Diracovy rovnice

Ptendsobme Diracovu rovnici (2.253) zleva matici f a poté pfeved'me vSechny ¢leny na
levou stranu rovnosti:

1hﬂaa—l/t/ = (—ihcﬂakak + m002 )l// =
(ihﬂa—wﬂhﬂakak —mocjl// =0.
dct
Ziskali jsme tak nejznaméjsi tvar Diracovy rovnice
(ih}/ﬂaﬂ —moc) v=0;

> =5, (2.264)
7' = pa,

ve které jsou koeficienty derivaci tzv. gama matice
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10 0 0 0 0 01
s 101 0 0 0 0 10
7=lo 0 21 o "7lo -1 0ol
00 0 -1 10 00
> (2.265)
0 0 —i 0 01 0
N D A
1o o o”" |-1o0oo0 of
00 0 0 10 0

Mezi ptivodnimi maticemi a maticemi gama existuji jednoduché vztahy:

P =2,
Y = pat, (2.266)
o = ﬂy" .

Prvni dva definuji Diracovy matice, tfeti vztah plyne z druhého po vynasobeni matici £
zleva. Pro prostorovou ¢ast obou sad matic tak plati jednoduché pravidlo: nasobenim
matici f zleva dostaneme odpovidajici matici z druhé sady. Matice gama opét anti-
komutuji, nejsou jiz ale hermitovské a kvadraty prostorovych matic nedaji jednotkovou
matici, ale minus jednotkovou matici:

2
(;/1) = ;/1;/1 = ﬂalﬂal = —alﬂﬁal =o' =-1.
Obdobné bychom postupovali u ostatnich matic, plati tedy
2
(;/) =-1; k=12,3. (2.267)

Zaved'me nyni dv¢ uzite¢né a Casto pouzivané operace. Prvni z nich je tzv. Diracovo
sdruzeni:
> A=ATY. (2.268)

Jde o hermitovské sdruZeni doplnéné nasobenim matici y° zprava. Druhou operaci je
Feynmanovo zazeni (Feynman slash):

> K =y°K, . (2.269)

Za pomoci téchto operaci lze elegantné zapsat vSechny slozky ctyitoku pravdépodob-
nosti (2.258)

P =ty =" v =ciry,
i =vtcdv =y v =crtv.
Jednotné tedy mliizeme psat

> 9,4 =05 jH=curfy . (2.270)
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Diracovu rovnici (2.264) lze ptepsat do ,,usporného* tvaru
(7P +moc)w =0, neboli 2.271)

(p+myc)y=0. (2.272)

Pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli bude mit Diracova rovnice nyni velmi
jednoduchy tvar

> (p—QA+myc)y=0. (2.273)

Spin se stal automatickou soucasti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice
Kleinova-Gordonova se nakonec ukazala vhodnou rovnici pro skaldrni Castice (se spi-
nem 0), rovnice Diracova pro ¢astice se spinem % (elektrony, neutrina, kvarky). Pravé
na ni je postavena dnesni kvantova elektrodynamika.

¢ Priklad 2.5:

0; a+pf
{70’,;/'5}= +2; a=p£=0 = {W,Vﬂ}=—2gaﬁ- (2.274)
2% a=p=123

Kvadrat matic a a f je roven jednotkové matici. U matic y tomu tak neni, (y0)2 =1, ale
(y5)2=—1 pro k=1, 2, 3. Je to ptirozené, v Minkowského metrice se prostorova &ast
chova vzdy jinak nez Casova ¢ast. Ve vztahu (2.274) je vysledek na pravé strané vzdy
nasoben jednotkovou matici, tu ale nebyvéa zvykem psat.

J
¢ Priklad 2.6:
KK ="K, 7P K5 = V" yPK oK 5 =
1
:E{;ﬂ, P KoK g =-gP KoK g = K§ —K”.
>
¢ Priklad 2.7:
9 =770,7P35=1*1P3,05 =
1
=E{W,yﬁ}aaaﬁ =—g%3,0,5=-0.
>

4 Piiklad 2.8:

10 0o o Ele)l k
P57apa=7/0p0+;/‘pk:[0 jﬁ{ O-]PkZ[( ol po ]

-1 —po* —(Elon
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¢ Piiklad 2.9:
Dokazme, Ze plati relace (uzite¢na pti vypoctu sdruzenych matic yxt)
0 0
=y (2.275)
Relaci (2.275) zleva a zprava vynasobime y0 a dokaZeme platnost vztahu yOputy0 = yu:
Sdruzenou matici y#T rozepiSeme z (2.266) za pomoci sady hermitovskych matic o a j:

PP =B = =0

T
PP =P () = =k =

Matice C

Existuje fada dalSich zajimavych matic, které I1ze odvodit ze zakladni sady matic y«.
Zaved'me nejprve C matici, ktera bude uzite¢na pii nabojovém sdruzeni (pfechodu od
¢astic k anti¢asticim a také pti vypoctu transponovanych matic y#T:

0 0 0 -1
, 0 0 +1 0

c=iy*y’= o 1 0 ol (2.276)
+1 0 0 0

Matice ma prvky jen na vedlejsi diagonale, a to stfidajici se hodnoty +1 a —1. Stopa
matice je nulova. Na prvni pohled je ziejmé, Ze pro C plati zajimava vlastnost:

c'=cf=c'=-. (2.277)

Chceme-li tedy najit inverzni matici, transponovanou ¢i hermitovsky sdruzenou, staci
jen zmeénit znaménko matice (vyménit pofadi +1 a —1 na vedlejsi diagonale). Pokud
potfebujeme nalézt transponovanou matici y#T, 1ze k tomu vyuzit matice C:

Ml =cytc; resp. T =-CclY4C. (2.278)

Tvrzeni se dokaze pouhym ptevedenim matic y* na sadu matic a a f3, které se po trans-
pozici nezméni.

Matice y5
Dalsi diilezitou matici, ktera ma vyuziti pfi popisu levopravé symetrie, je matice
0 010
0 0 01 01
-0
= = = . 2.279
7;‘7’”2’;1000[10) (2.279)
0100

Tato matice je hermitovska, jeji kvadrat je roven jednotkové matici, je linearn¢ neza-
visla na ostatnich y maticich a antikomutuje s nimi:
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(7/5)2 -1, (2.280)

{};,VU}=0; 1=0,1,2,3.

Matice ¥ a baze I'k

Z matic y* muzeme zkonstruovat jesté matice X, které jsou uziteéné pii definici baze na
prostoru matic a pii hledani transformacnich vlastnosti antisymetrickych tenzori. Ma-
tice definujeme jako komutatory

wv _ T u
z _2[7 Y J (2.281)
Ztejme plati
0, a=p,
3B~ (2.282)
P o B.

Je zjevné, Ze existuje celkem Sest nezavislych matic 2eB, napiiklad 201, 202, 303, 312,
213, 323, Ostatni prvky jsou bud’ nulové, nebo je lze dopocist z antisymetrie. Zajimavou
bazi na prostoru matic 4x4 je nasledujicich 16 matic:

r* ={1, o, ;ﬁyﬂ,zﬂv}. (2.283)

Celkem snadno lze ukézat, Ze matice I'* jsou nezavislé. ProtoZe jich je 16, tvori bazi na
prostoru matic 4x4. Jejich kvadrat je +1 nebo —1, vhodnym vynédsobenim =i by bylo
mozné docilit, aby kvadrat byl vZdy roven jednotkové matici, je to v8ak zbyte¢né. Stopa
v8ech, s vyjimkou jednotkové matice I'l, je nulova. Nasobek libovolnych dvou riznych
matic 'k je az na znaménko roven nékteré dalsi matici I

1) I* jsou linedrng nezavislé,

2) (r" )2 =41,

4 kel (2.284)
0 k#1,

4) Vi1 k#1 3m#kil: rfri=+rm.

3) Tr(r")z{

Z rovnice kontinuity (2.270) je ziejmé, Ze veli¢ina wy*w je &tyivektor. Obdobné Ize
pomoci Elentl baze I'* zkonstruovat i dalsi charakteristicky se transformujici veli¢iny:

vy skalar,
§/7}fS v pseudoskalar,
vty vektor, (2.285)

vy 7*w  pseudovektor,
vy antisymetricky tenzor.
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2.7.5 Pozitron, C symetrie

Nejprve popiSeme uvahy, které vedly Paula Diraca k pfedpovédi existence pozitronu,
a poté matematickou transformaci (nabojové sdruzeni), ktera pievede Diracovu rovnici
pro elektron na rovnici pro pozitron. Dirac pfedpovedél existenci pozitronu v roce 1928,
objeven byl Carlem Andersonem v kosmickém zafeni v roce 1932.

Diracovo more

Jak jsme vidéli, z Diracovy rovnice vychéazeji zaporné energetické stavy. Zaporné ener-
gie se ale v pfirod¢ nevyskytuji a tak Diraca napadlo, Ze tyto stavy jsou vSechny zapl-
nény elektrony a zadny z nich neni volny, proto je nepozorujeme. Vakuum je podle této
predstavy tvofeno motem elektronl v zapornych energetickych stavech, tzv. Diracovym
mofem.

E A E A EA EA
) ) ) )
9 Q () ()
) %9 %9 %29
o e  le...! Q.. o o
1) ) $ ) 9
+m0Cz | (*] (*] [*) [*)
o F
—myc? [
Mk M’V‘/\/\/\/m_!) .............. M

Diracovo more
zapornych stavl

priléta foton
s dostatecnou energii

foton vyrazi elektron
a zlstava dira

dira se chova
jako kladna &astice
s kladnou energii

Obr. 2.42: Diracovo mofre

Predstavme si, Ze do tohoto mofe vleti foton s energii vétsi nez je dvojnasobek klidové
energie elektronu.

E, > Zmocz.

Potom muize z Diracova mofe vytrhnout elektron a prevést ho do nékterého energetic-
kého stavu s kladnou energii. V zaporném Diracové mofi zlstane dira — prazdny ener-
geticky stav, ktery se vici okoli jevi jako kladné nabitd oblast s kladnou energii (hmot-
nosti). Dirac tuto diru v roce 1928 interpretoval jako kladné nabitou castici, kterd ma
jinak shodné vlastnosti s elektronem, a nazval ji pozitron. Navenek se tedy zd4, jakoby
se puvodni foton rozpadl na elektron-pozitronovy par. V roce 1929 Dirac tento koncept
roz§ifil na vSechny Castice a zavedl pojem antiastice — objektu, ktery ma opa¢né hod-
noty vSech kvantovych naboju oproti pivodni astici. Bylo to v dobé, kdy jesté nebyl
objeven ani neutron.

Pohyb volného elektronu by mél byt Diracovym mofem ovlivnén. Elektron intera-
guje s blizkymi elektrony v zapornych stavech, odtlacuje je od sebe a z dalky vypada,
jako by mél mensi naboj, nez skutecné ma. Z vétsi vzdalenosti proto nevidime skutecny
naboj elektronu, ale naboj odstinény Diracovym motem. Cim vice se pfiblizujeme k le-
ticimu elektronu, tim vice vnimame jeho skutecny, holy naboj.
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Nabojové sdruzeni
Diracova rovnice pro elektron ve vnéjSim poli ma tvar (2.273)
(P-QA+mc)y=0 =
(—myﬂa# -07"4, +m0c) y=0 =
(ihyﬂaﬂ +07"4, —moc) y=0 =
(ihy”G#—ey”Aﬂ—moc)ylzo. (2.286)
Rovnice pro pozitron by méla mit tvar
(ihyﬂaﬂ +eyhd, —moc)l//c =0, (2.287)

kde wc je vlnova funkce pozitronového feSeni. Diracovu rovnici nejprve hermitovsky
sdruzime a poté ji transponujeme. Po téchto dvou operacich ptejde rovnice pro elektron
v rovnici pro pozitron. Operace hermitovského sdruzeni a transpozice splituji vlastnost
(3.267), viz kapitola 3.4.2:

(AB)" =BfAT;  (aB)" =BTAT. (2.288)

Proved’'me tedy Hermitovo sdruzeni Diracovy rovnice pro elektron (2.286):

+
y/T[ih}/ﬂ aﬂ—e}/ﬂAﬂ—mocJ =0.

«—

Derivace nyni plisobi samoziejmé vlevo, tj. na vinovou funkci (v zapise je to naznaceno
Sipkou pod derivaci). Hermitovo sdruzeni nyni aplikujme na jednotlivé ¢leny v zavorce

vl (—ihaﬂ il —eA#}/'qu —moc]zo

pl
a sdruzené matice gama vyjadiime ze vztahu (2.275)
: 0 0 0 0
vl (—17’18# Yty —ed, vty —moc]z 0.
«—
Rovnici vynasobime zprava matici y0:

w0 [—ihaﬂ y —ed, " —mocjzo =

«—

W[—ihaﬂ i —eAﬂ}//‘ —moc]:O.

«—

Po operaci hermitovského sdruzeni se zménilo znaménko prvého ¢lenu, vinova funkce
je nalevo a ma tvar diracovsky sdruzeného bispinoru. Nyni vratime vinovou funkci do-
prava za pomoci operace transpozice
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. T _r
(—1h8ﬂ}/ﬂ —eAﬂj/” —moc) () =0.
Provedeme transpozice vSech ¢lend v zavorce
: T T _\T
(—17/‘17/’ Ay —eyt 4, —moc)(l//) =0
a transponované matice gama vyjadiime ze vztahu (2.278)
. _\T
(—1hC7/”C8# —eCyicd, —mocl) (7)" =0.
Celou rovnici vynasobime matici C™' zleva
. 1\ T
(—myﬂcaﬂ —epHCA, ~mycC )(1//) =0
a vyuzijeme relace (2.277) pro inverzni matici C”' = —C:
. _\T
(—lh}/’uaﬂ —epi4, +moc)C(l//) =0.
Transpozice tedy zménila znaménko posledniho ¢lenu rovnice a vysledek je
iny#9, +ey* 4, —myc |y =0;
(1179, “ v (2.289)
_\T
ye=C(y) .
Ziskali jsme hledanou rovnici pro pozitron, ktery ma opaény ndboj a nezménénou
hmotnost. Pokud zndme v dané situaci feSeni y pro elektron, bude ve stejné situaci
odpovidajicim feenim pro pozitron vinova funkce yc = C(% )"
Regeni pro pozitron tedy neni novym feSenim, je obsaZeno v feSeni pro elektron.
Provedeme-li ndbojové sdruzeni neboli C transformaci
A, >-4,;
u u >
T (2.290)
y—>C(y)
Diracova rovnice nezméni svij tvar (takovou vlastnost nazyvame kovarianci). V pavod-
ni Diracové rovnici odpovidaji dve feSeni s kladnou energii elektronu s projekci spinu
+% a =Y (proto je feSeni zdvojené) a feSeni se zapornou energii pozitronu s projekci
spinu +% a —Y%. Dvé dvojice spojené do ctvefice vinovych funkci se nazyvaji bispinor,
viz str. 210. Po provedeni transformace (2.290) maji pozitronova feSeni naopak kladnou

energii a elektronova zapornou, takZe se na situaci mizeme divat obracené a elektron
interpretovat jako diru v mofi pozitronid obsazujicich zaporné energetické stavy.

2.7.6 Elektron a jeho pole, U(1) symetrie

Nabité castice v piirod¢ generuji elektromagneticka pole popsana Maxwellovymi rovni-
cemi (resp. kvantovou teorii elektromagnetického pole) a samy se v téchto polich pohy-
buji ve shodé¢ s Lorentzovou pohybovou rovnici (resp. Diracovou rovnici). V této kapi-
tole se nejprve zaméfime na kompletni Lagrangetiv popis soustavy pole + elektron
a poté se budeme vénovat U(1) symetrii, ze které pfimo plyne nutnost existence pole
v okoli elektronu.
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Lagrangeuv popis
Celkova hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabité ¢astice a elektromagnetického
pole ma tvar
Y =Terd + Yint + (//part . (2.291)
Polni ¢ast zname z teoretické mechaniky, viz vztah (1.261)
Yteld =—4LF#VF‘“’ ; FHY =9H 4" —9¥ 4* . (2.292)
Ho

Také interakeni Cast jsme poznali v teoretické mechanice. Pokud jsou ¢éstice popsany
Ctyftokem ju a pole Ctyfpotencidlem 4#, je nejjednodusSim skaldrem kombinace j1A,:
Vit = j/‘Au. (2.293)

V klasické fyzice je tok naboje Castic dan vyrazem j« = (pgc, j), v kvantové teorii musi
tok Castic sledovat pravdépodobnost jejich vyskytu a tak musi byt umérny toku pravdé-
podobnosti (2.270). V ptipadé naboje bude koeficientem imérnosti samotny naboj:

W =0wtv. (2.294)
Interak¢ni Clen tak ziska tvar:
Vine = J4 4, =0 Wry 4, (2.295)

Zbyva nam tedy najit hustotu Lagrangeovy funkce pro samotné Castice (elektrony), ze
které plyne Diracova rovnice. Velmi jednoduchym skalarem sestavenym piimo za po-
moci Diracovy rovnice je vyraz

Y part =1/7(ih7/”8 p —moc)l//. (2.296)
Pokud budeme interpretovat pole ¥, jako nezavisla, je hustota Lagrangeovy funkce
Ppart = part W50V, W)
a pfislus$né Lagrangeovy rovnice daji

PYZ PYZ
o paE _%m =0 =
d0o¥) oY

iny” aﬂ—moc}//:O;

-

A i 07
" a(api;) —%z 0 = W{ihy“ 8#+mocJ =0.
o

pl
Prvni rovnice je Diracova rovnice pro nabitou ¢astici, druha rovnice je v tuto chvili jen
pomocnou rovnici pro diracovsky sdruzené pole. Pov§imnéte si, ze hmotovy ¢len zmé-
nil znaménko. U Feynmanovych diagrami to odpovida piitoku hmoty (¢i odtoku hmo-
ty) do (z) daného vrcholu. U derivaci je v obou piipadech naznacen smér jejich ptisobe-
ni. Nyni jiz mtizeme zapsat kompletni hustotu Lagrangeovy funkce pro ¢astici a elektro-
magnetické pole:
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(/’=—ﬁ #VF‘“’ + j‘”Aﬂ + W(ihyﬂaﬂ—moc)l//;
0

> FH*Y =M 4" -9V 4* ; (2.297)
#H=0urty.

Poznamka 1: Prvni ¢len odpovid4d volnému poli, druhy interakci pole s Castici
a treti volné castici.
Poznamka 2: Lagrangeova funkce je funkei poli 4,,¥,¥ a jejich derivaci. Lag-

rangeovy rovnice pro pole 4, daji Maxwellovy rovnice, Lagrangeovy rovnice pro
pole ¥ daji Diracovu rovnici.

Poznamka 3: Pokud ponechame jen prvni Clen, ziskdme z hustoty Lagrangeovy
funkce Maxwellovy rovnice ve vakuu. Pokud ponechame jen posledni ¢len, dosta-
neme Diracovu rovnici volné ¢astice. Prvni a druhy ¢len daji Maxwellovy rovnice
se zdrojovymi Cleny (pole interaguje s ¢asticemi), druhy a tieti clen daji Diracovu
rovnici pro Castici v pritomnosti elektromagnetického pole (Castice interaguje
s polem).

Poznamka 4: Interakeni ¢len (druhy) spolu s ¢asticovym ¢lenem (tfetim) 1ze slou-
¢it do podoby, kterd vede na Diracovu rovnici s elektromagnetickym polem:

Vie =W (8740, +0 v 4, —moc)w (2.298)

U(1) symetrie
Hustota Lagrangeovy funkce Diracovy rovnice a étyftok reprezentujici tok naboje

> Ypir = 1/7(1'7"17/18# +0 7#14/1 —moc)llf;

J#* =0wty
se nezméni pii transformaci
vy =y,
v oo W =ge ¥, (2.299)
AH 5 AH =4

Touto transformaci neni zménén ani tenzor pole FV, a tim ani hustota Lagrangeovy
funkce el elektromagnetického pole. Celd teorie reprezentovana lagranzidnem
(2.297) je kovariantni vzhledem k transformaci (2.299). Transformace pfedstavuje oto-
¢eni vlnové funkce v kazdém bodé Casoprostoru o stejny uhel a. Jde o unitarni operaci
(neméni skalarni soucin) s jednim parametrem (thlem «), proto se tato transformace
oznacuje U(1). Pfedstavuje tzv. vnitini symetrii teoretického popisu interakce pole-Cas-
tice. Disledkem této symetrie je existence elektrického néboje, ktery se zachovava.
U(1) symetrie v jinych teoriich (lagranzianech) vede na existenci obdobnych kvanto-
vych naboju, jako je elektricky, které se v danych procesech zachovavaji.
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U(1)10c Symetrie

Prozkoumejme nyni, jak by se zménil lagranzidn volné castice, pokud bychom pfipus-
tili, aby tihel a potoceni vinové funkce byl v kazdém bod¢ ¢asoprostoru jiny. Piedstavte
si nekonecnou prostorovou mfiiz, v jejichz bodech budou stejné micky. U(1) symetrie
v nasem modelu odpovida tomu, Ze oto¢ime vSechny micky kolem jejich stfedu naraz
o stejny thel. Po této transformaci bude mfiz vypadat stejné jako pfed ni. Nyni si pred-
stavme, ze budeme otacet v riznych Casech rizné mic¢ky o rdzné uhly. Vysledek?
Prostorova mtiz bude vypadat stale stejné jako pied zacatkem otaceni. A pravé takovou
symetrii nazyvame U(1)joc symetrii:

ia(x)

y = yY'(=yx)e
7o T =pxe

Proménna x symbolizuje celou udalost x = (¢, x), tedy Ctyfvektor. Tato transformace
opé€t nezméni Ctyitok (2.294). Jak se ale zméni Lagrangeova funkce volné ¢astice? Do-
sad'me ¢arkované veli¢iny do Lagrangeovy funkce (2.296) a proved'me derivace vlnové
a exponencialni funkce:

>

i)

ia(x) _

Vot = 1/7'(1'71;/”8# —moc)y/ = ge i (ih;/“aﬂ —moc)y/e
= 1/7(1'71;/”6# -nyte, —moc)l// # Y art -

Hustota Lagrangeovy funkce po transformaci zménila sviij tvar. Piibyl Clen 7Zyta,
s derivacemi uhlu pootoceni, ktery kopiruje polni ¢len v hustot¢ Lagrangeovy funkce
nabité Castice v pritomnosti pole (2.298). Vysledek je velmi zajimavy. Pokud bychom
trvali na tom, aby hustota Lagrangeovy funkce pro volnou ¢éstici spliiovala symetrii
U(1)o., musime do teorie pfidat elektromagnetické pole. Pozadavek, aby byla Diracova
rovnice kovariantni vzhledem k U(1)1c symetrii, vede na poZadavek existence elektro-
magnetického pole v okoli ¢astice! Samo elektromagnetické pole se pfi transformaci
zméni tak, aby kompenzovalo nové vznikly ¢len Ay#a . Uvazujme tedy transformaci
v oo =y,
7 - 7 =Fe
AL A = A* (x)+ 04* (%)

—io(x)

a opét provedeme vypocet ¢arkovaného lagranzianu, tentokrate s elektromagnetickym
polem:

L part = v7’(ih7“8y +07" 4, —moc)l//' =
= e i (ihj/”aﬂ +07" (4, +§Aﬂ)—moc)y/ei“(x) =
:W(ihyﬂaﬂ +07" 4, + 7" (~ha,, +Q5A#)—m0c)1//.

Hustota Lagrangeovy funkce se nezméni, pokud bude vnitini kulata zdvorka nulova, tj.
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Tim jsme ziskali navod pro spravnou transformaci elektromagnetického pole. Celkova
transformace U(1)]oc bude tedy mit tvar:

ia(x)

y = y=ye
7 - 7 =gx)e %W (2.300)

A4 - A’”:A'”(x)+gaﬂa.

Jak jsme ukazali, nezméni se pfi této transformaci soucet %ipt + ¥pir. Snadno ovéfime,
ze transformace U(1)joc nema vliv ani na tenzor elektromagnetického pole a tim na pol-
ni ¢ast lagranzianu Yfelg. Tok pravdépodobnosti (2.270) transformace také neovlivni.
Cela teorie je tak kovariantni vzhledem k U(1)joc transformaci. O kvantové teorii elek-
tromagnetického pole se proto vétsSinou hovofi jako o U(1)joc teorii. Symetrie U(1)joc
zajiSt'uje provazanost nabité ¢astice (elektronu) a elektromagnetického pole.

Pokud budeme aplikovat Kleinovu-Gordonovu, resp. Diracovu rovnici na soustavu
castic, zjistime, Ze statistické chovani vice ¢astic je u kazdé z rovnic odlisné. Kleinova-
Gordonova rovnice je vhodnou rovnici pro ¢astice se spinem 0, které nesplituji Pauliho
vylucovaci princip. Diracova rovnice je naopak vhodna pro astice se spinem %, které
Pauliho vylucovaci princip spliiuji. Chovanim soustavy stejnych ¢astic v kvantové teorii
se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.8 Soustava stejnych castic

Stejnymi ¢asticemi nazyvame dvé Castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem,...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic dana Hamilto-
novymi rovnicemi a zname-li pocate¢ni polohy a rychlosti ¢astic, 1ze piesné predikovat
budouci polohy ¢astic a v kazdém okamziku fici, ktera Castice je ktera.

V kvantové teorii mizeme predpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néja-
kém misté a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie, se
vzdalenosti od ni zpravidla exponencialné ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je
sice velmi mald, nikoli v§ak nulova. Mame-li dv¢ stejné Castice, nikdy si nemizeme byt
jisti, ktera Castice je ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné castice v misté druhé je
nenulova. Hovoiime o tom, Ze stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné.
Hamiltontiv operator se pii zamén¢ dvou stejnych ¢astic nezméni:

Hi, =H,. (2.301)

2.8.1 Operator vymeény dvou castic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou A (nejlépe celou uplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma
prvni ¢astice hodnotu a1 a druha ¢astice hodnotu a; oznaéime

lv)=laj,a ).
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice ma hodnotu as a druha aj, oznacime
lp)=lay,ay).

Diky nerozliSitelnosti identickych ¢astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy za-
vislé (vyjadiuji ve skutecnosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

lay, a1 )=plaj,ar). (2.302)

Zaved’'me nyni operator vzadjemné vymeény castic vztahem

> P lay,a )=|ay, ap) (2.303)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
O P*=1,
(2Q) Ap=%1, (2.304)
3 [P.H]=0

Diikaz (1): Dvojnasobna zaména ¢astic vede na piivodni konfiguraci.

Diikaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory |y ) a | ¢ ) definované vyse:

Polas,ay)=lay,a))=plaj,ay). (2.305)
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Cislo B je vlastnim &islem operatoru vymény. Proved'me nyni dvojnasobnou vyménu
jednak pomoci prvniho vztahu (2.304) a jednak podle (2.305):

lay,ay>
P2|al,a2>={ . = p*=1 =  p==l.
ﬂ |a1’a2>

Hodnota vlastnich ¢isel operatoru vymeény je zfejma jiz z prvniho vztahu (2.304). Jde
o unitdrni a hermitovsky operator. Vlastni Cisla musi lezet na jednotkové kruznici
v komplexni roviné a soucasné byt redlnd. Jediné takové hodnoty jsou * 1.

Diikaz (3): V dikazu vyuzijeme ¢asovou Schrédingerovu rovnici (2.182):
Hiy Py laay ) =Hpp lag.a1 ) =Hy a0y ) =

=ihd|a2,a1 > =ihﬁ]2 d|(11,(12 > _
dt dt

. d|a1,a2>

=P, in =P Hpla,ay ).

2.8.2 Bosony a fermiony, Pauliho princip

Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze
|ay,a1 ) =P |aj,ay ) =% |ay,a; ) . (2.306)

VlInova funkce dvou ¢astic miize byt jen symetricka nebo antisymetricka. Neexistuje nic
mezi tim. Céstice mohou byt vzhledem k zamé&né argumenti jen dvojiho druhu: se sy-
metrickymi vlnovymi funkcemi (bosony), nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi
(fermiony). Tuto vlastnost nelze zménit ani casovym vyvojem, protoze operator vymeny
¢astic podle tietiho vztahu (2.304) komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy
vyvoj je proto nulovy. Vznikne-li ¢astice jako fermion ¢i boson, zlstava takovou az do
svého zaniku.

Bosony
Bosony maji symetrickou vinovou funkci
| 2 |a2,a1)= |a1,a2). (2307)

Budou 1i oba stavy stejné, tj. a; = a, =a, ziskame relaci |a, a ) =|a, a ), kterd je vzdy
splnéna, a proto muze existovat vice bosontl ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych
stavu a vytvaret tzv. bosonovy kondenzat. Ten je znamy zejména v supratekutosti
a supravodivosti. Statistika, které podléha soustava bosontl, se nazyva Boseho-Einstei-
nova statistika a zabyvame se ji v navazujici ucebnici [1]. Z dal§iho vyvoje kvantové
mechaniky se ukazalo, Ze bosony jsou vzdy c¢astice s celociselnym spinem (0, 1, 2,...)
a pro tyto Castice lze zavést kreacni operatory spliiujici jednoduché komutacni relace
(viz nasledujici kapitola). Nejtypictéjsimi predstaviteli této rodiny jsou skalarni (s = 0)
a vektorové (s = 1) mezony, dale v8echny intermedialni ¢astice (foton, W*, Z0 a gluony
se spinem 1 a graviton se spinem 2).
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Fermiony
Fermiony maji antisymetrickou vinovou funkci
> lay,a1 ) =~|ap,ay ) . (2.308)

Budou li oba stavy stejné, tj. a; =a, =a, ziskame relaci |a, a ) =—|a, a ), ktera neni
nikdy splnéna, a proto nemtize existovat vice fermionti ve stejném kvantovém stavu.
Tomuto faktu se fik& Pauliho vylucovaci princip. Pti nizkych teplotdch obsazuji fermi-
ony postupné jednotlivé energetické hladiny, naptiklad v atomarnim obalu mize byt na
kazdé hladiné jen tolik elektront, kolik kvantovych stavii tato hladina piedstavuje (to je
dano stupném degenerace). V atomarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony
se stejnymi kvantovymi Cisly n, I, m, m;. Statistika, které podléha soustava fermiont, se
nazyva Fermiho-Diracova statistika a budeme se ji zabyvat v navazujici uéebnici [1].
Fermiony jsou vzdy ¢astice s polociselnym spinem (1/2, 3/2,...) a pro tyto ¢astice lze
zavést kreacni operatory spliujici jednoduché antikomutacni relace (viz nasledujici
tauon a neutrina se spinem 1/2), kvarky (d, u, s, c, b, t se spinem 1/2) a ¢astice slozené
ze ti1 kvarkl, neboli baryony (neutron, proton, A hyperon se spinem 1/2 a naptiklad A
baryony se spinem 3/2).

statistika
Pauliho princip

kreacni operatory

Boseho-Einsteinova
nespliuji

spliuji komutacni relace

BOSONY FERMIONY
spin celociselny polociselny
vinova funkce symetricka antisymetricka

Fermiho-Diracova
spliuji

spliuji antikomutacni relace

2.8.3 Druhé kvantovani

Predstavme si, Ze mame N stejnych castic, které obsazuji stavy né€jaké dynamické pro-
meénné. N; Castic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stavu (hodnota
a,), atd. Cisla N, nazyvame obsazovaci ¢isla stavu k. Soudet vech obsazovacich &isel je
roven poctu ¢astic:

> Ny =N. (2.309)
k

Pro bosony je N, =0,1,2,3,... Pro fermiony je situace jednodu$si. V daném stavu
mize byt nejvyse jeden fermion, tj. N, =0, 1. Pfislusny stav soustavy N stejnych ¢astic
s danymi obsazovacimi ¢isly ozna¢ime

[W)=|Ni,Ny, ..., N, ..) . (2.310)

Tomuto zapisu fikdme reprezentace obsazovacich cisel a pfislusné stavy nazyvame
Fockovy stavy. Dale se situace bude lisit pro bosony a pro fermiony.
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Bosony

Zaved'me podobné jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operdtory do
stavu k definicnimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonic-
kého oscilatoru):

5 [N, Ny ooy Npy o) = [Ng +1 Ny Nys o, N #1500
> (2.311)

&k |N1,N2,...,Nk,...>quNk |N1,N2,...,Nk—1,...>.

Piimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zapisobenim na stavovy vektor (2.310)
snadno spocteme komutac¢ni relace kreacnich a anihilac¢nich operatora:

[&k,&[]:(),

> [4) . af1=0, (2.312)

[&k,&;-]zgkl .
Zaved’'me dalsi operator
> Ny =af ay. (2.313)

Operator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscilatoru) operator poctu castic
ve stavu k, protoze zaptsobenim na stavovy vektor ziskdme pocet ¢éstic ve stavu k:

aA}{&k |N1,N2,...,Nk,...>=1lNk &Z|N]yN2a-'-aNk_]s"'>=

ﬁNk JNk |N1,N2,...,Nk ,...>=Nk|N1,N2,...,Nk ,>

Operator celkového poctu ¢astic potom je

zZak ay . (2.314)

Je-li uplna mnozina pozorovatelnych spojita, mtizeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Napiiklad v x reprezentaci 1ze zavést

1/7r (x) kreaéni operator do polohy x,
v (x) anihilacni operator z polohy x.

Komutacni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé
stran& Diracova 0 distribuce:

W (x), y(»)]=
AORACHER (2.315)
W), 9" ()] =6(x- ).
Operator hustoty poctu ¢astic se zavadi vztahem
N =9 (0P (), (2.316)

operator poctu ¢astic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
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b
N(a,b) = W ()P (x) dx (2.317)
a
a operator celkového poctu Castic je
A tee
N= j v ()w(x) dx. (2.318)

Obdobné by se postupovalo ve tiech dimenzich. Cely piechod od fyziky jedné Castice
k fyzice mnoha stejnych castic lze formaln€ provést nahrazenim vinové funkce kreac-
nimi a anihila¢nimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hus-
toty poCtu Castic:
X - X);
w(*) A l//~(1'), A (2.319)
wx) sy ()px) - NEO)=P(x)p(x).

Tomuto postupu se tika druhé kvantovani, vinové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie pfechdzi v kvantovou teorii pole, ve které jsou prave veli-
¢iny popisujici klasickd spojitd pole nahrazovany operatory. Druhy fadek pfifazeni

(2.319) ma jesteé jeden dilezity vyznam: u soustavy stejnych ¢astic vyjadiujeme pravde-
podobnost déje operatorem hustoty poctu Castic, tak jak to byva u skute¢nych systému
(naptiklad svazku stejnych Castic v experimentu). U jedné Castice mizeme hovofit
o hustot& pravdépodobnosti jejiho vyskytu w*(x)y(x). Celkova pravdépodobnost je rov-
na jedné, tak, jak to odpovidd normovani stavového vektoru.

Fermiony
U fermiont probihda druhé kvantovani obdobné. Opét zavadime kreacni a anihilacni
operatory 15,;r , l;, do stavi ka [. Vzhledem k antisymetrii vinovych funkci musi tyto
operatory spliiovat antikomutacni relace:
|k 1)y==[Lk) =
|k,)+]LkYy=0 =
pTAT L ATAT =
bib) +b/b. =0.

Antikomutatory znac¢ime sloZenymi zavorkami a relace (2.312) platna pro bosony, ziska
pro fermiony tvar:

{bk N b[} = 0 N
> b, bf1=0, (2.320)
NASETE A
Definice spojitych operatorti i operatoru hustoty poctu Castic ztstavaji shodné. U fer-
miontl jsou vSude nahrazeny relace komutacni relacemi antikomutacnimi. V mnoha

situacich se chovani fermiond a bosont 1isi pouze znaménkem (symetrie vinové funkce;
komutaéni a antikomutacni relace; Boseho-Einsteinova a Fermiho-Diracova statistika).
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2.8.4 Ukazka druhého kvantovani pro Kleinovo-
Gordonovo pole

Uvazujme nejjednodussi variantu redlného Kleinova-Gordonova pole pro volnou ¢astici
s Lagrangeovou funkeci

1 1
QP — o - 2
7= (aa(p)(a (p)—i— : o (2.321)
a polni rovnici
(D—KZ)(p:O. (2.322)
Ptejdeme-li k soustave identickych ¢astic, zméni se pole na operator
o > ¢ (2.323)
s vlastnostmi
[0, ) |=[¢" @, 9" |=0;
[0, 6" ] =00e-).

Veliciny x a y reprezentuji celou udalost (Cas a prostor). Rozviiime nyni polni operator
do rovinnych vin (zv1ast’ oznac¢ime kladné frekvencni a zvIast’ zaporné frekvencni Cast):

(2.324)

o) = | C(k)[a’f(k) el (kX0 4 ) e‘i(k"“”’”]&k . (2.325)

V uvedeném vztahu je Casova cast Ctyfvektoru k# provazana s prostorovou Casti pies
disperzni relaci w = w(k), takze integrace ve skutecnosti probihad pies vSechny Ctyfi
slozky. Konstanta C(k) je normovaci konstanta, kterd zajistuje, aby koeficienty rozvoje
(operatory d, d") splitovaly relace krea¢nich a anihiladnich operatorii. Dosadime-li roz-
voj polniho operatoru (2.325) do komutaénich relaci (2.324), ziskame ihned (spravna
volba C zajisti koeficient 1 u delta funkce v druhé relaci)
), ak)|=[a" a0, a' @) |=0;

(2.320)

[k, " (k)| = 8k - k).

Dosadime-li rozvoj polniho operatoru (2.325) do definice Hamiltonovy funkce (1.230)
a hybnosti (1.229), mame po elementarnich tipravach

71 2t v ata) dk -
H—EIE(k)(aa +a'a)d3k, o
ﬁz%jp(k)(&&T+&T&)d3k,

kde jsme oznacili
p(k) =7nk;

(2.328)
E(k) = hoo(k) = N2k + 21 =3[ p2c? + mic* |
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Vztah w(k) je dan disperzni relaci (2.233). S vyuzitim komutacnich relaci (2.326) zis-
kédme ptimo dosazenim relace

[, ak) | = -E®)a(k);
[H )J = +E)aT (k) ;
a(k) | =—p(k)a(k);
[P, i (k)} = +pk)al (k) .

(2.329)

l_l

Z téchto relaci je zjevny vyznam operétort d, @': pole ¢ je kvantovano a operator d'

kreuje kvantum pole s energii E(k) a hybnosti p(k), operator d stejné kvantum anihiluje.
Toto kvantum muzeme interpretovat jako boson s nulovym spinem (pole mé jedinou
vlnovou funkci odpovidajici jediné projekci spinu). Kleinova-Gordonova rovnice zis-
kava po druhém kvantovani nazornou interpretaci. Jde o pole, které miizeme chapat jako
soustavu excitaci — bosonti s nulovym spinem.

Komplexni pole
Pokud by Kleinovo—Gordonovo pole bylo komplexni, tj.

p=i+itr: 9 =q-ids.

1ze ukéazat, ze excitace takového pole odpovidaji dvéma druhtim skalarnich bosond (se
spinem 0), které jsou sob¢€ navzajem anti¢asticemi.

Normalni usporadani operatora

Ve vztazich pro energii a hybnost (2.327) se skryvéa jeden problém. Pokud bychom
hledali stfedni hodnotu energie a hybnosti ve vakuovém stavu, dostaneme nekonecné
hodnoty. Za to mtze prvni ¢len, ve kterém je kreacni operator napravo a na vakuovy
stav da nenulovou hodnotu:

ita

>+<0 a

0)d’k ~ jE(k) (0]0)d’k ~ jE(k)d3k - o,

(0| f1]0) = jE(k){

0)} &’k =

=—jE(k)

Tento problém je disledkem principu korespondence, ktery nefesi spravné poradi ope-
ratory, které jsou v soucinu. Mame-1i dvé dynamické proménné 4 a B, mtizeme soucinu
AB v kvantové teorii pfifadit dvé mozné potadi operatori:

AB,
AB - . (2.330)
BA.

Jen jedno poradi bude ovsem odpovidat déjim v ptirodé. Toto poradi neni dano princi-
pem korespondence, ale musime ho vybrat tak, aby vysledky byly v souladu s pozoro-
vanim. Spravné potadi operatort se nazyva normdalni usporadani a oznacujeme ho
dvojteckou, tedy

> : AB:
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Tento zapis znamend, Ze poradi operatord mezi dvojteckami neni urceno jednoznacné
a musime ho volit ve shodé¢ s experimentem. PouZit 1ze naptiklad nasledujici postup:

1. Operatory vyjadiime za pomoci piislusnych kreacnich a anihilacnich opera-
torti (bosonové splituji komutacni relace a fermionové antikomutacni relace).

2. 'V soucinech budeme anihilacni operatory ptesouvat doprava podle nasleduji-
cich pravidel:

e pokud vedle sebe jsou dva bosonové operatory, presuneme anihila¢ni ope-
rator doprava,

e pokud vedle sebe je jeden bosonovy a jeden fermionovy operator, presu-
neme anihilaéni operator doprava,

e pokud vedle sebe jsou dva fermionové operatory, pfesuneme anihilacni
operator doprava a zamenime znaménko daného clenu.

4 Priklad 2.10:

Naleznéte spravné poradi operatori v hamiltonianu Kleinova-Gordonova pole:
= —jE(k)(“* t ) - —jE(k) (&a +a a) &k =
- ste+ataldd 576 Pk =
_2jE(k)(a )dk =[Ek)aTa dk =
- j E(K) -4 (k) &k.

Stfedni hodnota hamiltonianu ve vakuovém stavu jiz nediverguje, navic je struktura Ha-

miltonova operatoru zcela ziejma, ./f"(k) je operator hustoty poctu ¢astic s vinovym

vektorem k. Obdobn¢ upravime i vztah (2.327) pro hybnost. Spravné relace tedy jsou:
H= j E(k)a'a d’k

. . (2.331)
pP= jp(k) a'a P’k

¢ Piiklad 2.11:

Urcete spravné poradi operatort ve vyrazu (a jsou bosonové operatory, b fermionové)
~ ] ~ A.L ~ ~ AN AL A A A A ~

A= :E(aa' +ata—bb" +b5Th+ab —bTa) :

Aplikaci vySe uvedenych pravidel ziskdme snadno vysledek

1 .

E(zﬁa +dla+b'b+b'b+b'a-bla)=aTa+b'b =N, +Np.

ooooooooooooooooooooooooooo
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2.9 Kvantova teorie a skryté parametry

Kvantova teorie s sebou pfinasi fadu nezvyklych a na prvni pohled nepochopitelnych
jevi. Clovék se intuitivng brani tomu, co si nedokaze piedstavit, proto ma kvantovéa
teorie fadu odptrci, kterym vadi piedevSim pravdépodobnostni vysledek méteni, su-
perpozice stavl a nelokalnost kvantové teorie. Uz v dobach vzniku kvantové mechaniky
se rozebehla diskuze mezi dvéma skupinami. Vud¢i osobnostni prvni skupiny byl Niels
Bobhr, ktery zastaval nazor, ze kvantova teorie je takova, jaka je. Musime se smifit s tim,
ze ne vSechny matematické objekty pouzivané k popisu reality jsou predstavitelné a ze
soucasti méfeni je i méfici pristroj, ktery ze superpozice stavt vybere jeden jediny stav.
Vinova funkce, ktera byla pfed méfenim superpozici vice stavl, popisuje po aktu
méfeni jeden jediny stav. Této zmeéné fikame kolaps vinové funkce. Dalsi méfeni po-
skytnou uz stale stejnou hodnotu (tedy pokud jsme objekt méfenim zcela neznicili).
Kolaps vlnové funkce je nelinearnim jevem (linearni superpozice stavli byla métenim
zjevné narusena) a tato nelinearita néjak souvisi se samotnym aktem méfeni. Princip
superpozice stavil nutn€ vede k nelokalnosti kvantové teorie, napiiklad v dvoustérbino-
vém experimentu prochazi elektron soucasné€ prvni idruhou $térbinou, v Machové-
Zehnderové interferometru se foton vyskytuje soucasné v obou jeho ramenech. Neni
lokalizovanou ¢astici, nicméné pti aktu méfeni jde o ned€litelny objekt a méfici pfistroj
ho zaznamena vzdy jen na jednom jediném miste.

Druhou skupinu asi nejvice reprezentoval Albert Einstein, ktery se s vySe zminé-
nymi vlastnostmi kvantové teorie nesmifil a predpokladal, ze kvantova teorie neni
uplna. Nahodnost vysledku pfi méfeni by mohla souviset s tim, Ze systém ma néjaké
dalsi, tzv. skryté parametry, diky jejichz neznalosti dochazi k zdanlivé nahodnému vy-
sledku aktu méteni. Jak uvidime dale, existence skrytych parametrti by mohla vysvétlit
i nelokalni chovani kvantové teorie.

Mezi obéma sméry nakonec rozhodly experimenty, které v 80. letech dvacatého
stoleti jednozna¢né vyvratily teorii skrytych parametrii a ukazaly, Ze kvantovou teorii
musime pfijmout i s jejimi ,,podivnostmi‘.

2.9.1 Akt méreni a dekoherence

V kapitole 2.6.4 vénované dvoustérbinovému experimentu jsme se zminili o tom, Ze
méfeni provadéna za ucelem rozhodnout, kterou Stérbinou Castice letéla, vzdy narusi
interferen¢ni obrazec. Jde o zcela zakladni vlastnost kvantové teorie, méfeni neni tieba
ani provadét — postaci principialni moznost takového méfeni a interferen¢ni obrazec
vymizi. Pojd’'me si tuto vlastnost demonstrovat na Machové-Zehnderove interferometru.
Je jasné, ze pokud do jednoho z ramen dame detekéni piistroj, konstruktivni a destruk-
tivni interference zodpovédna za to, ze vSechny fotony dopadaji pouze do detektoru D1,
vymizi.

Predstavme si, ze v jednom z ramen neni cely detekéni pfistroj, ale pouze mikro-
skopicky objekt M (naptiklad atom), jenz sice s fotonem interaguje, ale nezni¢i ho,
a foton pokracuje dale v letu. Takova nedemolicni méfeni lze skute¢né provést. Serge
Haroche z francouzského ENS (Ecole Normale Supérieure) za né dostal Nobelovu cenu
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za fyziku pro rok 2012 [36]. Z pohledu ¢lovéka nejde o skute¢né méteni, nebot” se jako
pozorovatelé nikdy nedozvime vysledek interakce fotonu s objektem M.

Pii interakci fotonu s objektem M dojde k provazani jejich stavii. Oba podsystémy
(foton a objekt M) se stanou jedinym systémem, jehoz Hilbertiv prostor bude direktnim
soucinem H = H,®Hy Hilbertovych prostorii obou podsystémi (jde o obdobu rozkladu
dvourozmérného prostoru realnych dvojic na dvé kartézské osy). Stav obou objektl
budeme v Diracové symbolice zapisovat jako

ly)=ly)IM), (2.332)

kde prvni ¢ast popisuje foton y a druha mikroskopicky objekt M. Hovoiime o provdzani
(propleteni) stavii, anglicky entanglement.

Obr. 2.43: MachUv-Zehnderuv interferometr s kvantovym objektem M v jednom z ramen.
Zakladni varianta experimentu je na obrazku 2.38 na strané 190.

Predpokladejme, ze dokud objekt M s fotonem neinteraguje, je popsan stavem | My ) =
| 0) a po interakci se jeho stav zméni na hodnotu | M7 ) =| 1 ). Nyni budeme postupovat
stejné jako pfi popisu stavi fotonu v jednotlivych ¢asech v kapitole 2.6.4 na strané 190:

lyi)=|T) 0)

wa)= o)+l =) 0):

2
. | (2.333)
i) ==l )] 0)=—[ T} 1)

) =5 5115510105 5 5= 10

Vysledny stav tedy bude

. . | |
|1//(t3)>=%|%>| 0)—%|—>)| D=2 T o)=3 M), (2.334)
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Z uvedeného vyrazu je zfejmé, Ze se koeficienty u vodorovné se pohybujiciho fotonu
| — > nevyrusi a fotony budou dopadat do obou detektord. Doslo k tzv. dekoherenci, t.
vymizeni interferen¢niho jevu diky pfitomnosti objektu M v interferometru. Jakakoli
moznost interakce popisovaného objektu s okolnim prostredim vede k provazani stavi
s okolim a ke kvantové dekoherenci.

2.9.2 Skryté parametry

Cast fyzika kritizovala nelokalnost kvantové teorie a ndhodnost vysledkii. Po uréitou
dobu se zdalo, ze by problémy bylo mozné vyftesit zavedenim tzv. skrytych parametrti,
jejichz hodnoty nezname, a proto dostavame pii méfeni zdanlivé ndhodné vysledky.
Ukazme si tuto konstrukci na Machové-Zehnderové interferometru. Pfedpokladejme, ze
fotony putujici obéma rameny maji né¢jakou dal$i nezndmou vlastnost, kterd popisuje
jejich chovani pii interakci se zrcadly. PopiSme tuto vlastnost parametrem p, ktery za-
vedeme tak, aby platilo:

1. parametr p mize nabyvat pouze dvou hodnot 0 a 1;
2. pfi interakei s normalnim zrcadlem se hodnota p nezméni;
3. pfi interakei s polopropustnym zrcadlem (odrazu i priichodu) se hodnota p zméni;

4. foton s p = 0 polopropustnym zrcadlem prochazi, foton s p = 1 se odrazi.

Takto zavedeny parametr p snadno vysvétli veskeré chovani fotontt v Machové-Zehnde-
roveé interferometru, jak je patrné z nasledujiciho obrazku. Nalevo je situace se dvéma
polopropustnymi zrcadly (interferometrické uspotadani), napravo druhé polopropustné
zrcadlo chybi. Do interferometru vchazi dva fotony, jeden se skrytym parametrem p = 0
a druhy se skrytym parametrem p =1. V interferometrickém usporadani skon¢i oba
fotony v detektoru D1, v uspofadani s jedinym polopropustnym zrcadlem dorazi kazdy
z fotond do jiného detektoru. Pokud do pfistroje bude dopadat proud fotont, jejichz
skryty parametr bude mit zcela ndhodnou hodnotu, ziskame vysledky shodné s kvanto-
vym popisem, a to aniz bychom pouzili superpozici stavii a nelokalni chovani fotonu
v interferometru. Tato konstrukce vypada velmi slibné a nadéjné, ale jak ukazeme v ka-
pitole 2.9.4, je ptedstava skrytych parametrli v rozporu s jinymi experimenty. Teorie
skrytych parametrti byla definitivné vyvracena v 80. letech 20. stoleti.

(A D11 (5] D11
0f|1 0
1 D2 — / 1 P> lDZ—)
A
| 0
1
0 ‘ 0 /
o'l ol

Obr. 2.44: MachUv-Zehnderdyv interferometr se skrytymi parametry fotont
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2.9.3 EPR paradox

Odpor casti fyzika k rodici se kvantové teorii vyustil v roce 1935 k formulaci myslen-
kového experimentu [32], ktery mél demonstrovat netuplnost kvantové teorie a ukazat,
ze kvantova teorie je vnitin€ sporna a bude muset byt nahrazena lepsi teorii mikrosvéta.
U zrodu tohoto myslenkového experimentu stali Albert Einstein (1879-1955), rusko-
americky fyzik Boris Podolsky (1896-1966) a americko-izraelsky fyzik Nathan Rosen
(1909-1995). Podle pocatecnich jmen autorti se hovoii o tzv. EPR paradoxu.

Dnes se nejcastéji pouziva formulace Davida Bohma, kterd pochédzi z roku 1951
[19], [20], [31]. Pfedstavme si castici s celkovym momentem hybnosti 0, kterd se
rozpadne na dvé od sebe letici Castice A a B, znichz kazda ma spin Y. Orbitalni
moment obou castic je nulovy (leti od sebe), a proto zakon zachovani celkového
momentu hybnosti vede na podminku, ze pokud naméfime u jedné z ¢astic projekci
spinu do libovolné osy %, musi mit druha ¢astice projekci do téZe osy —'% a naopak.
ODbg¢ castice jsou popsany provazanym stavem

lW)y=al+7%)a|="2)p+B|-"2)a 1+"%)B, (2.335)

ktery zohledniuje obé dvé moznosti: bud’ ma Castice A spin 2 a ¢astice B ma spin —2,
nebo plati opacna varianta.

Zdanlivy paradox vznikne tim, Ze provedenim méfeni projekce spinu na jedné ¢as-
tici se okamzité¢ dozvime projekci spinu u druhé ¢astice, at’ je jakkoli daleko. Na prvni
pohled to vypada, jakoby se informace $ifila okamzité, coz odporuje principu kauzality
(pri¢innosti) ze specialni relativity. Na ving je opét tolik diskutované nelokalni chovani
¢astic. Pfi méfeni na jedné Castici zkolabuje vinova funkce v celém prostoru, a to se
projevi pii nasledujicim méfeni na druhé ¢astici. Odptirci kvantové teorie tvrdi, Ze obé
Castice maji n&jaky skryty parametr, ktery uz doptedu, tedy pii vzniku obou ¢astic, roz-
hodl, jak dopadne méfeni projekce spinu kdykoli v budoucnosti. Zastanci kodanské
interpretace naopak tvrdi, Ze méfeni u libovolné z ¢astic mize dopadnout libovolnym
zpusobem a teprve v okamziku meéteni dojde k jedné ze dvou moznych voleb. Pfitom
vlnova funkce zkolabuje v celém prostoru a nasledné méfeni u zbyvajici ¢astice da
doplikovy vysledek. Ani v tomto piipadé nejde o poruseni kauzality, provedenim me-
feni na jedné castici se ke druhé Castici nepienasi zd&dnd hmota ani energie a oba pozo-
rovatelé pti kontrole svych vysledkll musi tak jako tak pouzit podsvételnou komunikaci,
ktera zajisti kauzalitu obou méfeni. Abychom ukazali, ze druhd interpretace je spravna,
bude vyhodné problém preformulovat za pomoci polarizace dvou fotond.

Polarizaci fotonu nazyvame rovinu kmitt elektrického pole. Ta se obecné muze sta-
¢et, nebo byt fixni — pak hovofime o rovinné polarizaci. Fotony, jakozto kvanta pfic-
ného elektromagnetického vinéni, mohou mit dvé nezavislé, navzajem kolmé rovinné
polarizace. Skute¢ny stav fotonu je potom linedrni kombinaci obou polariza¢nich stavii
v dané bazi. Méfeni polarizace fotonu Ize uskuteénit naptiklad pomoci hranolu z island-
ského vapence, ktery je dvojlomny, a svételny paprsek se v ném proto déli na fadny
a mimofadny. Fotony putujici ve smérech faddného a mimotradného paprsku maji navza-
jem kolmou polarizaci. Jinymi slovy: islandsky vapenec miize fungovat jako registracni
pristroj. Zvolme osy soufadnicové soustavy (bazi) tak, Ze se foton pohybuje ve sméru
osy z; pokud pokracuje po draze fadného paprsku, ma polarizaci ve sméru osy x, pokud
se vyda po draze mimotadného paprsku, ma polarizaci ve sméru osy y.
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Obr. 2.45: EPR paradox

Uvazujme nyni zjednoduSeny experiment: piedpokladejme, ze atom ma celkovy mo-
ment hybnosti nulovy a po jeho excitaci ho opusti dva fotony, jejichZ polarizace je
korelovana, v naSem piipadé¢ budeme dokonce predpokladat, ze fotony maji presné
opacnou polarizaci. Pokud na jednom fotonu namétime v né&jaké bazi ,,vodorovnou*
polarizaci (ve sméru osy x), bude polarizace druhého fotonu ,,svisla“ (ve sméru osy y)
a naopak. Je jasné, ze jde o stejnou formulaci jako dfive, jen je projekce spinu nahra-
zena polarizaci fotonu (ta ale nakonec stejné zavisi na projekci spinu fotonu do sméru
jeho pohybu). Predpokladejme, Ze provazany stav obou fotond ma tvar

1 1
> |W>=$‘X>A‘Y>B_E|y>A|x>B- (2.336)

Prvni ¢len vyjadfuje, Ze v nasi bazi ma foton A polarizaci | x ) a foton B polarizaci | y ),
druhy ¢len popisuje situaci opac¢nou. Vysledkem meéteni tedy mohou byt jen dvé moz-
nosti:

1. A ma polarizaci | x ), B ma polarizaci | y );
2. A ma polarizaci | y ), B ma polarizaci | x ).

Normovaci koeficienty superpozice stavll jsou voleny tak, aby ob&é moznosti mély stej-
nou pravdépodobnost (ta je kvadratem koeficientu, tj. 1/2 v obou ptipadech) a aby sou-
¢et obou pravdépodobnosti dal 1. Minus u druhého vyrazu neni pro nase uvahy pod-
statné, jen vyjadiuje okolnost, ze kdybychom do obou argumentti dosadili stejnou pola-
rizaci, dostaneme nulovou vinovou funkci, tj. takovy vysledek méfeni neni mozny.
Vysledek méteni neni dopfedu dan, je zcela nahodny. Jakmile ale provedeme méfeni na
jednom fotonu, stav zkolabuje do jedné z obou moznosti a méfeni na druhém fotonu da
uz jen doplitkkovy vysledek, at’ je tento foton fyzicky lokalizovan kdekoli. Je to dusled-
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kem provéazanosti obou stavil. Pov§imnéte si, Ze provazany stav neni mozné zadnym
zpuisobem prepsat jako soucin dvou vyrazi tak, aby prvni vyraz zavisel jen na paramet-
rech fotonu A a druhy jen na parametrech fotonu B. To je pro provazané stavy charakte-
ristické.

Obr. 2.46: Méreni polarizace fotonu v pootocené bazi

Jak by dopadl vysledek naseho méfeni, pokud bychom zvolili jinou bazi (pooto¢enou
oproti puvodni o uhel ¢), tedy méfici hranol islandského vapence by byl jinak oriento-
vany? Predpokladejme klasickou rota¢ni transformaci, tj.

|x)=cosg|x)—sing|y’),

] , i (2.337)
|y) =sing|x")+ cosp|y’),
a dosad’'me ji do provazaného stavu (2.336):
1 , . ’ . ’ ’
[v)=r5(cosp ), —sing|y'), ) (sing '}y + cos | )y) -
1 . ’ 7 ’ . ’
—E(sm(ﬂx >A + cos¢)|y )A)(cosg/)|x )B —sm¢7|y >B).
Po pronasobeni vSech vyrazti dostaneme
1 , ’ 1 ’ ’
W) =5h0a a5 1) e 233)

Vysledek je nesmirné zajimavy. V carkované bazi se tvar stavového vektoru viibec ne-
zménil — vyrazy (2.336) a (2.338) popisujici stav v obou bazich jsou shodné. Je tedy
jedno, jak budeme mit pii méfeni pooto¢eny métici hranol, vysledek méteni polarizace
bude mit pii jakémkoli natoCeni hranolu padesatiprocentni pravdépodobnost, Ze name-
fime foton A s ,,vodorovnou‘ polarizaci a foton B se ,,svislou® polarizaci, a padesatipro-
centni pravdépodobnost, Ze méteni dopadne opacné.

2.9.4 Bellovy nerovnosti

V roce 1964 irsky fyzik John Stewart Bell (1928-1990) ukézal, Ze statistické vlastnosti
meéfeni polarizace fotonu budou v pfipad¢ teorie se skrytymi parametry jiné nez pri
standardni kvantové interpretaci, o kterou se opirame v tomto textu. Zaved'me veli¢inu
P, ktera bude mit hodnotu +1, pokud byla namétena v dané bazi ,,vodorovna“ polarizace
(ve sméru x) a —1, pokud byla naméfena ,,svisla“ polarizace (ve sméru osy y):

+1: ,,vodorovna“ polarizace,
P= (2.339)

—1: ,,svisla“ polarizace.
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Predpokladejme, Ze méteni na fotonu A a na fotonu B budou probihat s rtizn¢ natoce-
nymi hranoly. Jejich orientace vii¢i laboratorni soustavé bude dana thly a a . Pokud
bude foton A polarizovan ve sméru thlu a, bude vysledek méteni polarizace P = +1,
pokud bude polarizovan kolmo na tento smér, bude P, =—1. Stejné tak u fotonu B do-
padne méteni bud’ tak, ze Pg = +1 (polarizace je ve sméru uhlu f), nebo Pg =—1 (polari-
zace je kolma na smér dany uhlem }). Situaci jesté zkomplikujme tak, ze u kazdého
z fotonll budeme mit k dispozici dva méfici hranoly. U fotonu A budou hranoly oriento-
vané pod hly a, a', u fotonu B pod thly g, f’. VZdy provedeme méfeni obéma hranoly,
které mame k dispozici — nejprve jednim, a poté druhym. Pfedpokladejme nyni, Ze bu-
deme mnohokrat opakovat méfeni polarizace obou fotond obéma hranoly (tedy vzdy
provedeme Ctyfi méteni). Sestavme si z kazdé Ctvefice méteni velicinu

I"= P\ ()R(B)+ P ()P (B)+ Pa (&) Ry (B) = Pa (&) B3 (B) . (2.340)

Veli¢ina I" ma z matematického hlediska jednu velmi zajimavou vlastnost: jde o funkci
ctyf proménnych Py(a), Pa(a’), Pe(f), Pe(f "), které mohou v principu nabyvat jen hod-
not +1 nebo —1. Funkce I je ale zkonstruovana tak, aby po dosazeni jakékoli kombinaci
vstupti (i nefyzikalni) vzdy vysla hodnota +2 nebo —2, jind moznost neni. Vyzkousejte
si to.

O méfenich si budeme vést podrobné zaznamy a nakonec budeme pocitat primérné
hodnoty naméfenych velic¢in. Pokud plati teorie skrytych parametrti, je vysledek méteni
predem dén hodnotou skrytého parametru a zcela zde chybi prvek nahodnosti. Nahod-
nost je zdanliva a neni dana kvantovou teorii, ale neznalosti hodnoty skrytého parame-
tru. Pfi mnoha opakovanych méfenich budeme dostavat jako vysledek vypoctu I” po-
sloupnost slozenou z hodnot +2 a —2, naptiklad +2, +2, +2, =2, =2, +2... Stfedni hod-
notu budeme pocitat jako aritmeticky primér, coz nutné povede na nerovnost

-2<(ry<2, (2.341)
kterou za pomoci definice /" pfepiSeme do tvaru
> ~2<(PyPg)+(PaPy)+(PiPs)—(PAPR)<2. (2.342)

Jde o Bellovu nerovnost, kterou musi spliiovat stfedni hodnoty opakovanych méfeni,
pokud existuji skryté parametry a vysledky méfeni jsou pfedem dény.

Kvantova teorie da ale jiny vysledek vypoétu stfedni hodnoty. Piedpokladejme, ze
na provazaném stavu (2.336)

¥) =59 15 =1 s

provedeme méfeni na fotonu A pomoci hranolu, ktery je orientovany pod tthlem a a na
fotonu B hranolem orientovanym pod thlem f. Do stavu proto dosadime pfislusné
transformace:

|x>A =cosa|x'>A —sina|y'>A ,
| x'>A+cosa|y'>A,
X ) —sinB|3)y .

(2.343)
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a dostaneme

1 [=sin(@=B) | X" )a | X )p + cos(@=p) [x" ) |V )p -
V2| —cos(@—p) | ¥ )a X' )g— sin(@—=F1y Al B

Pravdépodobnosti jednotlivych vysledkl jsou dany druhymi mocninami koeficientt, tj.

ly )= } (2.344)

polarizace fotonu P, polarizace fotonu Pg pravdépodobnost wyg
+ + Vo sin2(a — ff)
+ - Y2 cos2(a — f)
- + Y2 cos2(a — f)
- - Vo sin2(a — ff)

Symbol ,,+“ jsme pouzili pro ,,vodorovnou* polarizaci a symbol ,,— pro ,,svislou®.
Mozna vas zarazi, ze pravdépodobnost nalezeni obou fotont se stejnou polarizaci je
nenulova. To je ale dano tim, ze méfici hranoly nejsou stejné orientované a ve skutec-
nosti jde o projekce do jinych bazi (os). Dosadite-li o=/, vyjdou pravdépodobnosti
shodné polarizace obou fotont nulové. Vypoctéme nyni sttedni hodnotu (PsPg). Za
pomoci tabulky udélame vazeny prumér v§ech moznych vysledku:

<PAPB>:ZPAPBWAB:W++_W+—_W—++W—— =
(PAPg ) =sin’>(a—-fB)-cos’(a-f) =
(PAPg ) =—cosQa—2p). (2.345)

Pti kvantovém vypoctu tedy pro stfedni hodnotu ndmi zavedené veli¢iny /" bude platit

(Y= PpPg )+{ P\Pg Y+{ P\Pg )—{ P\Pg ) =

>  (I')=-cosRa—2p)—cosQa—2")—cos(Ra’-23)+cosRa’—-23). (2.346)

Pro rizné situace tento vysledek zjevné porusuje Bellovy nerovnosti, dosad'me napfi-
klad o= 0°, a'=45°, f=112,5°, p’=67,5°. Pro tento piipad je (I") =22, coz je ve
zjevném rozporu s Bellovyni nerovnostmi. Testovanim Bellovych nerovnosti je mozné
vyloucit existenci skrytych parametrii v kvantové teorii.

k ok sk

Prvni experimenty, které vedly na poruseni Bellovych nerovnosti, byly uskutecnény
uz v roce 1972, nicméné fyzikalni komunita je nepovazovala za prikazné. Presvédcivy
diikaz neplatnosti Bellovych nerovnosti a tedy nemoznosti existence skrytych parametra
v kvantové teorii podala az skupina Alaina Aspecta ve francouzském Orsay v experi-
mentech provadénych v letech 1976 az 1983. V téchto experimentech excitovali za
pomoci laserovych impulzi atomy vapniku. Excitovany elektron se vracel na pivodni
hladinu pfes mezistav, pfi prvnim prechodu vyzatil foton s vinovou délkou 551,3 nm,
pfi druhém foton s vinovou délkou 422,7 nm. Jak excitovany, tak pivodni stav mély
celkovy moment hybnosti nulovy, zatimco mezistav mél celkovy moment hybnosti
nenulovy, coz vedlo k ur¢ité vazb€ mezi polarizacemi obou vyslanych fotonii. Situace
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nebyla tak jednoducha jako v naSem ukdzkovém piikladu, kdy polarizace byly navzajem
opacné, ale princip experimentl byl stejny. Ukézalo se, ze Bellovy nerovnosti neplati
a nahodné vysledky experimenti nejsou disledkem skrytych parametrt, ale zakladni
vlastnosti pfirody samotné.

2.9.5 A co dal?

Nas§ prehled kvantové teorie na tomto misté kon&i. Slo o vybér zakladnich principt
a jevl, na kterych mize hloubavy ¢tenar dale stavét. Kvantova teorie je jednou z neju-

vvvvvv

se stal presnym kvantovym popisem dé&ji podléhajicich elektromagnetické, silné a slabé
interakci. Kvantova elektrodynamika odstartovala elektronickou revoluci, s jejimiz
vysledky se setkavame na kazdém kroku. V poslednich desetiletich zasahuje kvantova
teorie ¢im dal tim cast&ji také do naSich predstav o ukladani a zpracovani informaci.
Kvantové Sifrovani se stalo komercni zélezitosti, kvantova teleportace je ve stadiu
uspesnych experimentd a kvantové pocitace jsou jasn¢ formulovanou ulohou, kterd ceka
na dostatecné technologické zazemi. Bez kvantové teorie se neobejde ani poznavani
vesmiru. Latka v bilych trpaslicich a v neutronovych hvézdach se tidi kvantovymi za-
kony, a v pocatcich velkého tfesku, za extrémnich hustot a teplot byly kvantové vlast-
nosti mikrosvéta hlavnim faktorem ovliviiujicim dalsi vyvoj vesmiru.

Zaklady kvantové teorie probrané v této kapitole a nékteré modelové vypocty by
snad mély Ctenafi umoznit dalsi studium specializovanych odvétvi, ktera jsou za hrani-
cemi moznosti této ucebnice. S kvantovymi procesy ovliviiujicimi chovani velkého
poctu Castic se jeste setkame ve statistické fyzice v navazujici ucebnici [1].

Obr. 2.47. Zakladatelé kvantové teorie na konferenci v Solvay (1927). Prvni fada: I. Langmuir,
M. Planck, M. Curie, H. Lorentz, A. Einstein, P. Lanagevin, C. Guye, C. Wilson, O. W. Richardson.
Druhda fada: P. Debye, M. Knudsen, W. Bragg, H. Kramers, P. Dirac, A. Compton, L. Broglie,
M. Born, N. Bohr. Treti fada: A. Piccard, E. Henriot, P. Ehrenfest, E. Herzen, T. Donder, E. Schro6-
dinger, E. Verschaffelt, W. Pauli, W. Heisenberg, R. H. Fowler, L. Brillouin.
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3.1 Einsteinova sumacni konvence

3.1.1 Zavedeni sumacni konvence

Vyskytnou-li se ve vyrazu dva stejné indexy, potom pfes né automaticky scitame. S¢i-
taci indexy budeme oznacovat malymi pismeny abecedy (i, J, &, ...):

N
albl +(12b2 +~--+aNbN=Zakbk zakbk. (31)
k=1
Na oznaceni s¢itaciho indexu nezalezi, mizeme ho libovolné ménit:

akbk = a[bl = a”b” = albl +a2b2 +"'+(1NbN . (32)

V nasledujicich ukazkach si peclivé prohlédnéte pouzivani sumacni konvence. Soucasné
si pfitom zopakujete nekteré jednoduché pojmy z matematiky. Zamérné pouzivame
v riznych ukazkach rizné oznaceni scitacich indexd, jediné tak si na tuto uzitecnou
symboliku zvyknete.

3.1.2 Jednoduché priklady

Skalarni souc¢in dvou vektoru
a:(a]9a2a"'aaN); b:(b19b29abN)9

(3.3)
2'bE(11b1 +a2b2+---+aNbN=ajbj.
Divergence
T = (Tl s T2 3T3) 5
) 3.4
diVT=£+ai+ai=a_7;_
ox; Ox; Ox3 Ox;
Maticové nasobeni
A={a;}: B={b]
(3.5)

N
{A-B},; = Daub; = ayb.
k=1

Volné indexy jsou indexy, které se nachdzeji na obou strandch rovnosti (zde i, j). Pfes
volny index se nescitd. Nemy (vazany, scitaci) index je dvojice stejnych indexi v jed-
nom matematickém ¢lenu, pres ktery se s¢ita (zde k).
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Maly kone¢ny prirtistek funkce jedné proménné
Mg¢jme funkci jedné realné proménné f{q), ktera hodnot¢ g ptiradi hodnotu f:

| 2 fQ: g—>f1; potom Af’ E%Aq. (3.6)

V matematice platnost této aproximace piesné definuje tzv. Lagrangeova véta o piirust-
ku. Ukazme si jeji pouziti na ptikladu koule o poloméru r, jejiz objem je

V(r)= %ﬂr3 . (3.7)
Polomér koule zménime o Ar. Jeji objem se pro mala Ar pfiblizn€ zméni o hodnotu
AV E‘Z—Vm:mrzm. (3.8)
r

Interpretace je ziejma: 4zr2 je plocha koule o poloméru r a Ar je tloustka této plochy.
Soucin predstavuje zménu objemu koule.

Maly konecny pririistek funkce vice proménnych
M¢jme funkci vice realnych proménnych f (ql’qz,...qN ), ktera hodnotam q ptifadi hod-
notu f:

S@snan):s Gy 2 S (3.9)

Lagrangeovu vétu o prirlstku této funkce mizeme jednoduse zapsat (bez ¢lenti vyssiho
fadu)

> A=Y pg+ L ngy v ngy =L g, (3.10)
3‘]1 g, gy 9

V zapisu jsme na zaver pouzili Einsteinovu sumacni konvenci. Ukazme si, jak tato véta
funguje na zméné objemu valce. Samotny objem valce je funkci dvou proménnych
(poloméru podstavy a vysky):

V(r,h)=nrh. (3.11)
Pro pfirtistek snadno spocitame
av =2 L aq, ~ Y A+ Y A = 2zrhAr 4 AR (3.12)
g, or oh

Prvni piispévek je od zmény poloméru podstavy, druhy od zmény vysky valce.

C D

Ar

Obr. 3.1: K vété o priristku
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Infinitezimalni (nekonec¢né maly) prirastek funkce vice
proménnych

Zavedeme-li infinitezimalni zmény namisto malych pfirastkti, dostaneme tzv. prvni di-
ferencial funkce

> df = =—-dg; . (3.13)

Poznamka: ptredchozi vztahy lze preciznéji formulovat pomoci Lagrangeovy véty
o prirGstku a véty o prvnim diferencidlu. Pro nase ucely vSak postaci si zapama-
tovat, ze Lagrangeova véta se tyka konecného pfirdstku a jde o vztah pfiblizny,
zatimco prvni diferencial se tyka nekonecné malého ptirtistku a jde o vztah ptesny.

Derivace sloZené funkce:

Jestlize vnitini proménné g; zavisi na case, potom ma uplna Casova derivace tvar:
> 9 Y day, O day _ O dap o G-19

dt  dq; dt dgy dt dq;, dt  dqy

Jak prvni diferencial, tak derivaci slozené funkce si ukdzeme na transformacnim vztahu
mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi:

x(t) =r(t)cosg(t),

. (3.15)
y(t)=r(t)sing(r);
dx=%d +a—d(o cospdr—rsing de,
or 9
(3.16)
dy ayd +a—yd¢)—s1nqodr+r cos@pde;
or 1)
X = Fcos@ — r@sing,
(3.17)
y = rsing + r¢cos .

K symbolice v kartézskych souiadnicich

Vénujme se nyni riznym zpisobim zapisu jednoho a téhoz vyrazu. Neni dtlezité vahat
nad volbou zpiisobu zapisu, ale védét, co zapisy znamenaji. Napiiklad vektor se v tisté-
nych publikacich znaci tuénym fezem pisma, ale na tabuli, kde to neni mozné, se pou-
ziva Sipka nad symbolem:

x=X; ab=ab. (3.18)

Pro /= f(x, v) zapisujeme gradienty (prostorovy a rychlostni) také mnoha zpisoby:



3.1 Einsteinova sumacéni konvence 245

Vrev, Ea_fza_fz[a_fafaf}

90X 0x \dx 9y 9z
(3.19)
v,p =L 9f 9L 9f 9]
U av dv, du, Ju,
Prostorovy gradient se ¢asto zapisuje jen v komponentach:
d
a_f =0 S = fr. (3.20)
Xk

Druhou mocninu velikosti vektoru, napiiklad rychlosti 1ze také zapsat mnoha zptisoby:

P = v = vy = vjv; = v%+022+v32. (3.21)

Naleznéme nyni rychlostni gradient vyrazu f{v) = v2:

af 2
5250101 = 6][U]+U]§]l = U[+Ui = ZUl'. (322)
1 1

Casto se voli rychlejsi, symbolicky zapis (jako bychom derivovali podle symbolu v):

2
f V" oy (3.23)
v dv
Poznamka 1: Operace gradient mifi ve sméru nejvétsiho narastu dané funkce a je
kolma na izoplochy (plochy konstantni hodnoty funkce). To je patrné z rozpisu.

f(x) =const = aaidxk =0 = Vf-dx=0. (3.24)
Xk

Vektor dx mifi v izoplose, Vfje na né¢ho kolmy, protoze skalarni soucin je nulovy.

Poznamka 2: Operace gradient se nemusi tykat jen prostorovych proménnych, jak
je vidét z poslednich ptikladi, muze jit také o prostor rychlosti, ptipadné dalSich
proménnych. S detailnim pouzitim tohoto operatoru a s historii jeho zavedeni
v matematice a ve fyzice se seznamime v kapitole 3.5 Od gradientu k helicite.

Poznamka 3: Skalarni soucin operatoru nabla s vektorovym polem se nazyva di-
vergence pole; div K=V K = 0K}/0xk. Jde o jednoduchy test, zda ma pole v da-
ném bod¢ zdroj. Pro div K> 0 pole v daném bodé¢ vyveéra, pro div K <0 pole
v daném misté mizi a pro div K = 0 pole danym bodem jen prochazi.

Poznamka 4: Vektorovy souéin operatoru nabla s vektorovym polem se nazyva
rotace pole; rot K =VxK. Jde o jednoduchy test, zda je v daném misté stfed viru.
Musi jit o vektorovy test — tedy tii testy, které souvisi s pohledem na vir ze sméru
soufadnicovych os. Pokud je jedina slozka rot K nenulova, je v daném misté stfed
viru a jeho osa rotace ma smér vektoru rot K

Poznamka S: K detekei Sroubovic poslouzi skalarni soucin pole sjeho rotaci,
detaily vSech téchto operaci nalezne ¢tenaf v kapitole 3.5 Od gradientu k helicité.
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3.1.3 Delkovy element

Délkovym elementem nazyvame kvadrat infinitezimalni vzdalenosti dvou bodu. V kar-
tézském soufadnicovém systému plati Pythagorova véta a je jedno, zda je vzdalenost
koneéna nebo infinitezimalni, v obou ptipadech plati piesny vztah:

A? = AP + N
(3.25)
di? = dv? +dy? .
V polérni souradnicové soustavé je situace jind. Pro konecné prirtstky plati jen pii-

blizny vztah, nebot’ jsme jednu odvésnu pravouhlého trojuhelniku nahradili obloukem
(viz obr. 3.2):

Algol = A2 +12AQ7
A s (3.26)
dlpolzdr +rode”;

Pro infinitezimalné malé vzdalenosti pfejdou ptiblizné rovnosti opét v presné rovnosti.

yg_» A

fqo

Obr. 3.2: Délkovy element v kartézské a polarni souradnicové soustavé

V ortogonalnich systémech (soutadnicové sité jsou vzajemné kolmé) lze délkovy ele-
ment vyjadrit obecné vztahem

< d1? = g1dgf + g2dq3 + 233443 , (3.27)
v neortogonalnich obecné plati, ze délkovy element je kvadratickou funkci pfirastka:
> di* = g; ,dg;dg; . (3.28)

Poznamenejme, Ze plati sumacni konvence. Koeficienty gj; se nazyvaji metrika nebo
metricky tenzor. Pti jejich ur€ovani lze postupovat bud’ geometricky (viz horni obrazek)
nebo z diferenciald transformacnich vztahd pro soufadnice. Pro polarni soufadnice jde
o vztahy (3.16). Analogicky postupujeme i pro dalsi soutadnicové systémy:
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Polarni souradnice:

¥ = reese d? = & +r2dg? . (3.29)
y = rsing
Sférické souradnice:
X = rcos@siné
y = rsingsing d? = d? +r%d6% +42 sin29d(p2. (3.30)
z = rcosf@
Valcové souiadnice:
X = rcose
y =rsing ;  dI? = dr? +r2de? +dz? . (3.31)
z =2z

Kinetickou energii syst¢ému pak mtizeme snadno v zobecnénych soufadnicich urcit za
pomoci délkového elementu ze vztahu:
1 dF 1 dg;dg; 1

I'(q.q) = 3 mﬁ = 5M8i 12 =584 (3.32)

Specialné pro ptfedchozi soutadnice tedy plati:

A P
Kartézské T, pz) =5m(x2 +y2 +22)

Polarni T(r i) = Lo +r29?)

> 2 1 (3.33)
Sférické T(,0,i,¢,0) = o (% +726° + 2 sin? 6 ¢?)
Vilcové T(ri@,2) = %m F+r2¢" +2%)

V jednotlivych soufadnicich se kineticka energie rozpada na soucet ¢lenti odpovidaji-
cich jednotlivym stupiitim volnosti. Napiiklad v polarnich soufadnicich se kineticka
energie sklada z radialni ¢asti T a rotaCni Casti T,.

Poznamka: velikost kinetické energie nemuze zaviset na volbé soufadnicového
systému, kineticka energie je skalarni funkci zobecnénych souradnic. Dalsi ska-
larni funkei je naptiklad potencialni energie.

ooooooooooooooooooooooooooo
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3.2 Komplexni cisla a funkce

Komplexni ¢isla zacali poprvé pouzivat italsti matematikové v 17. stoleti pii feSeni
algebraickych rovnic. Zlatou érou komplexnich ¢isel bylo stoleti osmnacté, kdy se stala
nedilnou soucésti matematickych a fyzikalnich postupti. K jejich slaveé nejvice prispéli
francouzsky matematik Abraham de Moivre (1667-1754), Svycarsky matematik Johann
Bernoulli (1667—1748) a jeho zédk Leonhard Euler (1707-1803), ktery zavedl znamy
symbol ,,i“ pro V(-1) a zacal komplexni ¢isla interpretovat jako body roviny, a samo-
ziejmé némecky matematik Karl Fridrich Gauss (1777-1855), ktery toto pojeti dovedl
k dokonalosti. K zobecnéni komplexnich &isel na kvaterniony (vyuzivajici Ctyti osy)
nejvice prispél irsky matematik William Rowan Hamilton (1805-1865).

3.2.1 Reprezentace komplexniho cisla

Algebraicky, kartézsky a polarni tvar
Komplexni ¢isla nejéastéji chapeme jako rozsifeni realné osy o nasobky imaginarni jed-
notky i, jejiz zékladni vlastnost je
i2=-1, (3.34)
Algebraickym tvarem komplexniho ¢isla proto je
f=x+iy. (3.35)
Nésobeni dvou komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru vede na ponékud nepiehledny
vyraz
Sifa = +iy)(xy +iyy) = (x5 =y y2) (X0, + 11 %) - (3.36)
Komplexni ¢islo vzdy reprezentuje dvojici realnich Cisel, kterou Ize interpretovat jako

body roviny. Z nich miizeme komplexni ¢islo kdykoli slozit nebo naopak z komplex-
niho ¢isla obé soutadnice oddélit. Mizeme proto psat

S=x+iy=(xy). (3.37)

Pokud v roviné pouzijeme polarni soufadnice, mizeme komplexni ¢islo reprezentovat
jinou dvojici — vzdalenosti od pocatku A4 (amplitudou) a azimutem ¢ (fazi):

m(N)} ~ Acosg f
y 4 >~
) ~

X Re(f)

Obr. 3.3: Kartézska reprezentace komplexniho cisla



3.2 Komplexni ¢isla a funkce 249

V tuto chvili uz tedy mame tii reprezentace komplexniho ¢isla: algebraickou, kartéz-
skou a polarni:

f=x+iy=(x,y)=[4, ¢]. (3.38)

V kazdém ptipadé komplexni Cislo znamena vzdy dvojici Cisel redlnych. Pokud zname
polarni soutfadnice (amplitudu a fazi), snadno uréime kartézské soufadnice (realnou
a imaginarni Cast):

x=Acos @,
> 2

3.39
y=Asing. (3-39)

Opacna transformace je odvoditelna z Pythagorovy véty a definice tangenty uhlu:

_ 2 2
> A=NX"+y7, (3.40)

@ =atg(y/x).

Komplexni sdruzeni

Zrcadlenim nazyvame transformaci, pfi niz komplexni ¢islo symetricky zrcadlime
kolem realné (vodorovné) osy:

Im(f) 4

7 R
f

Obr. 3.4: Zrcadleni aneb komplexni sdruzeni

Pii této transformaci se zméni imaginarni ¢ast Cisla Im f na —Im f. Vysledek zrcadleni
nazyvame komplexnée sdruzené cislo, ozna¢ujeme ho pruhem nebo hvézdic¢kou:

> F=f"=x-iy. (3.41)

Komplexni sdruzeni je uzitecnd transformace, mizeme pomoci ni snadno nalézt ampli-
tudu komplexniho ¢isla, nebot’ plati

> Ff=(x—-iy)(x+iy)=x>+y* = 4%, (3.42)

Za pomoci komplexniho sdruzeni snadno také vyjadiime realnou a imaginarni ¢ast:

> Ref=%(f+7), (3.43)

> Imf:%(f—f), (3.44)
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3.2.2 Goniometricky tvar

Komplexni ¢islo 1ze zapsat za pomoci exponencialni funkce. Pojd’'me nejprve tuto funk-
ci definovat jako nekonecnou fadu. Hledejme funkci, jejiz derivace je rovna funkci
samotné:

F'(x)=F(x) (3.45)

Pak i druha, tfeti a libovolna derivace bude rovna ptivodni funkci. Zkratka tato funkce
bude imunni vzhledem k derivovani. Hledejme takovou zvlastni funkci jako nekonec-
nou fadu

F(x)=c¢y +c1x+cz)c2+c3x3 +c4x4+05x5 e (3.46)
Jeji derivaci provedeme ¢len po Clenu:
F/(x) = ¢ + 20X+ 3035 +4cyx” +5csxt +--. (3.47)

Pokud maji byt ob& posledni funkce stejné (funkce je rovna své prvni derivaci), musi
platit:

1 =C, 202 =C, 3C3 =C, 4C4 =C3, 5C5 =C4, " (348)

Pokud zvolime konstantu ¢;, mizeme dopocitat vSechny koeficienty rozvoje. Volba
co =0 povede na nulovou funkci, jakékoli nenulové ¢islo nam vygeneruje nami hleda-
nou funkci. Hodnota ¢, je nepodstatna a bude jen nasobicim faktorem této funkce. Proto
zvolime ¢y = 1:

1 1 1 1
co=1, ¢ =1, cn=—, 3y=—, c4=——, cs=——-- (3.49
0 : 2750 G735 “4TyEn 67535, 0 OF)
Celkem snadno odhadneme obecnou formulku:
1
Cp=—-. (3.50)
n!
Nalezena funkce se nazyva exponenciala a jeji rozvoj tedy je
2 3 4 5
exp(x)=l+x+—+ 42 4 o (3.51)

20 31 41 51

V nulovém argumentu ma nami nalezena funkce hodnotu 1. V argumentu 1 je vysled-
kem tzv. Eulerovo cislo:

exp(0) =1, (3.52)
I 1 1 1
exp()=14+1+—+—+—+—+---=2,71828183...=¢. (3.53)
21 31 41 5]

Jiny postup nalezeni exponencialy
Funkeci ,,imunni“ vic¢i derivovani mizeme také nalézt z diferencialni rovnice

;1£=F - %=dx = IhF=x+C = Fx=Ke". (3.59)
X
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Vzhledem k tomu, zZe ma platit F(0) = 1, musi byt K = 1. Vidime tedy, Ze nami nalezena
fada je exponencidlni funkei se zakladem rovnym Eulerové ¢islu:

2 3 4 5

> exp(x)=ex=l+x+x—+ e (3.55)

21 31 41 5!

V matematice je velmi Casté, ze funkce jsou definovany za pomoci nekoneénych fad
a vétSinou se z obdobnych fad poéitaji i jejich funkéni hodnoty (napiiklad ve vasi
kalkulaéce). Pokud zrozvoje exponencidly vybereme jen sudé mocniny, dostaneme
hyperbolicky kosinus (vzpomente si, ze vnule ma hodnotu 1 a je otocen vzhiru,
podobné jako parabola). Pokud vybereme jen sudé mocniny a budeme u nich stfidat
znaménka, dostaneme obycejny kosinus. Stiidajici se znaménka budou polynomy
tvorici fadu otacet stiidavé dolt a nahoru, tim ziskdme periodickou funkci. Pokud
vybereme lich¢ mocniny, funkce se nazyva sinus hyperbolicky a pokud vybereme liché
mocniny a budeme u nich stfidat znaménka, ziskame normalni sinus:

2 x3 x4 x5

expx=l+x+—+—+—+—+--,
21 31 41 5!

2 x4 x6 x8

X
chx=1+—+—+—+—+---,
21 41 6! 8!

> cosx=l-2 4% X X 4. (3.56)

To, ze takto definované funkce splyvaji s jejich klasickou definici z trigonometrie, 1ze
dokazat Taylorovym rozvojem funkci. Mezi funkcemi z tabulky existuje fada zajima-
vych vztaht, k nejznamé;j$im patii Eulertiv vztah. Zkusme nalézt exponencialu s ryze
imaginarnim argumentem (za pomoci jeji fady):

i) , (o)’ , (o' (o)’ _
203 4 s

2 3 4 S5

:l+ix_¢__i¢_+(o_+i¢_+...:

2! 314! 5!

2 4 3 S
=(1_¢’_+¢_i... J+{x_¢’_+¢_¢... J
21 41 3! 5!

V prvni zévorce je fada pro kosinus, ve druhé fada pro sinus. Celkové tedy plati:

exp(ip) =1+ (ip) +

> e'? = cosp+ising. (3.57)
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Eulertiv vztah je nesmirné uzitecny pfi vyjadiovani komplexnich ¢isel:
S =x+iy=Acosp+idsing=A(cosp+ising)= Ae'?. (3.58)

Jde o tzv. goniometrickou interpretaci komplexniho ¢isla. Komplexni ¢islo uz tedy
umime zapsat ¢tyfmi zptisoby:

> f=x+iy=(x,y)=[4, ¢]=Ae'?. (3.59)

V goniometrickém tvaru mizeme snadno interpretovat nasobeni dvou komplexnich
Cisel:

fg=Ae'? Be'V = 4B (V) (3.60)

Soucin dvou komplexnich ¢isel ma amplitudu rovnou soucinu amplitud a fazi rovnou
souctu fazi ptvodnich Cisel:

Loty

Re (f)

Obr. 3.5: Graficka reprezentace nasobeni dvou komplexnich ¢isel

Velmi zvlastni pozici ma ¢islo ve tvaru
g=e?, (3.61)

Amplituda tohoto ¢isla je rovna jedné, tedy Cislo lezi na jednotkové kruznici v Gaussove
roviné. Tak se nazyva rovina, v niz na kartézské soufadnice vyndSime reélnou a imagi-
narni ¢ast komplexniho ¢isla. Pokud timto ¢islem (tzv. komplexni jednotkou) vynaso-
bime jakékoli jiné komplexni ¢islo, je vysledkem jeho otoceni o uhel a v kladném ma-
tematickém sméru (proti sméru hodinovych rucicek):

Fel® = 46l _ geilpra) (3.62)

V goniometrickém tvaru Ize komplexni ¢isla snadno nasobit i otacet kolem pocatku
soufadnicové soustavy. Také lze velmi elegantné odvozovat rizné vztahy, jako ptiklad
uved’'me jeden ze souctovych vzorcii:

cos(a+ ff) =Re(ei(“+ﬁ))= Re(ei“ eiﬁ) _
= Re[(cos(Z+isina)(cosﬂ+isinﬂ)] =

=cosocos f—sinasin

Analogicky odvodime rtizné dal§i vztahy, postaci jen aplikovat Eulertv vztah (3.57).
Prehled uzite¢nych vyrazl naleznete v nasledujicim ramecku:
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e =cosx+isinx,
cos(x+ y) = cosxcos y—sinxsin y,

sin(x+ y) =sin xcos y +sin y cos x ,

> _ _ 3.63
ef+e ef—e " (3.63)
chx=———, shx=——,
2 2
1x+e—1x . lx_e—lx
cosx=———, sinx=—,
2 2i
cos(—x) =cosx, sin(—x) =—sinx.

3.2.3 Rotace v roviné

Im ()4

[=riy

oef=xtiy

Re (f)

Obr. 3.6: Otoceni bodu v komplexni roviné

Otoceni bodu v roviné miizeme za pomoci komplexnich Cisel zapsat velmi jednoduse
[=%+iy=fe'% =(x+iy)(cosa+isina)=(xcosa—ysine)+i(xsinar+ycosa).

Porovnanim zacatku a konce je jasné, Ze soufadnice pooto¢eného bodu jsou (oddélime
realnou a imaginarni ¢ast)
X=xcosa—ysing,

3.64
y=xsina+ ycosc. (364

Pokud se nebude otacet bod, ale soufadnicova soustava, postaci zménit thel a na —a.
Vysledny vztah bude v maticovém tvaru

X cosa sino\(x
> =l . . (3.65)
y —sina cosa )\ y
Coz je typicka rota¢ni matice. Pov§imnéte si, Ze je jeji determinant roven jedné — to je
pro rotacni transformace charakteristické. Nyni tuto transformaci zapiSeme pro velmi

maly uhel (nejlépe infinitezimalni) Z rozvoje trigonometrickych funkci postaci ponechat
jen prvni nenulovy ¢len:
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G- )

Infinitezimalni rotaéni matici mizeme nyni rozdélit na jednotkovou matici a zbytek:

g (1 oe) (10 0 1 -
=g 1) 7o 1) M o) (3.67)

Prvni matice je jednotkova a se soufadnicemi ned¢€ld nic, druhd matice zaméni soufad-
nice (x, y) a u druhé z nich jest¢ oto¢i znaménko. Casto byva zvykem z druhé matice
vytknout imaginarni jednotku a celou transformaci prevést do tvaru

Rmfz(l “j:(l ij(f’ _ij. (3.68)
-a 1 0 1 i 0

Dutvody pro tuto tipravu jsou hned dva: 1) koeficienty u matic koresponduji s prvnimi
dvéma cleny rozvoje exponencidly exp[ia] = 1 +ia, coz bude vyhodné; 2) nova matice
ma realnd vlastni Cisla a navzajem kolmé vlastni vektory. Nazyvame ji generator rotace.

> m=[? 3.69
i o) (3.:69)

Pro rotacni transformaci v rovin¢ tedy plati
> Ril‘lf =]I+i0!M . (370)

Pojd’'me nyni otoceni o kone¢ny uhel sestavit z mnoha malych pootoceni. Celkovy thel
rozdélime na n stejnych malych uhli (n — )

a=n2 (3.71)
n

a rotacni transformaci (3.70) o uhel a/n zopakujeme nx:

n
R= lim R%; = lim (]mﬂMj . (3.72)
n—>o0 n—oo n
Vzhledem k tomu, ze (1+x/n)" — ex, plati
R=c'M (3.73)

Takto elegantné lze vyjadrit rotacni transformaci o konecny uhel a za pomoci genera-
toru rotace. Exponencialni funkce z matice je samoziejmé definovana rozvojem (3.55), tj.
(ioM)*  (iaM)’
+ oo
2! 3!

> R=cM _TtigM+

(3.74)

Vyjadieni rotace pfes generatory je vyhodné zejména tehdy, pokud budeme potiebovat
kombinovat vice rotaci kolem rtiznych os a s riznymi uhly. Podobny postup je také
uzite¢ny u Lorentzovy transformace (viz [1]). Pomoci generatort této transformace lze
totiz zapsat obecnou Lorentzovu transformaci.
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¢ Piiklad 3.1: Pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli

Obr. 3.7: Volba soufadnicové soustavy

V tomto ptikladu si ukdzeme vyuziti komplexnich cisel pfi feSeni diferencialnich rovnic
popisujicich pohyb nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli. Pfedpokladejme, ze
jsme zvolili soufadnicovy systém tak, aby homogenni magnetické pole mifilo v ose
z a nabitou castici jsme vypustili rychlosti vy napfi¢ magnetickym indukénim caram
(pokud by neméla nenulovou rychlost, magnetické pole by na ni nepusobilo). Magne-
tické pole, pocatecni podminky a Lorentzova pohybova rovnice budou:

B=(0,0,B), (3.75)
r(0)=(0,0,0), (3.76)
v(0) = (0,0¢,0) , (3.77)
mi = QixB. (3.78)

Pohybovou rovnici rozepiSeme do slozek. Pohyb se bude konat v roviné (x, y), proto se
omezime jen na tyto dvé slozky:

=28 (3.79)
m

=98 (3.80)
m

Jde o dv¢ obycejné diferencialni rovnice druhého tadu, v nichz jsou hledané proménné
x(?), y(f) promixovany. Ob¢ rovnice je mozné fesit riznymi zpusoby. Asi nejrychleji
k cili vede Landauliv postup vyuzivajici triku s komplexnimi &isly: druhou rovnici
vynasobime komplexni jednotkou a seCteme s prvni. Kombinaci OB/m oznafime ..
Uvidime, Ze jde o frekvenci ob&hu ¢astice, ktera se nazyva cyklotronni frekvence.

iHij=—im,(E+ip) (3.81)

Sectenim rovnic jsme zadnou informaci neztratili. Kdykoli mizeme oddélit redlnou a
imaginarni ¢ast a vratit se k pivodnim rovnicim. Nyni staci zavést komplexni promén-
nou f=x + iy a fesit jednoduchou rovnici

f=-ia, f (3.82)

v komplexnim oboru. Po prvni integraci mame:
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f+im, f=C,. (3.83)
Nyni najdeme homogenni a partikularni feseni:

f=C, e*i“’cf—wicl. (3.84)

C

Integracni konstanty urc¢ime z pocate¢nich podminek, tj. z relaci

S(0)=x(0)+iy(0)=0,

£(0)=x(0)+iy(0) =ivy . (3-85)
Pouhym dosazenim do nalezeného feseni zjistime, Ze:
C =ivy, Cy, =-vgl@,. (3.86)
Celkové feSeni ma tedy tvar
@)= x(0)+iv(0) =—Z)—Ze‘i“)cf+vw—(c’. (3.87)

K feseni jsme vyuzili komplexni ¢isla. Nyni je nac¢ase oddélit redlnou a imaginarni cast,
a ziskat tak soufadnice pohybujici se nabité Castice:

x(t)=Rp —Ry cosw,t,

) (3.88)
y()=Rysinw.t,
kde jsme oznacili
Ro=". o, =98 (3.89)
OB m

tzv. Larmortiv polomér Ry a cyklotronni frekvenci w,. Trajektorii ziskame vylouc¢enim
¢asu (napravo ponechame sinus a kosinus, ob& rovnice umocnime na druhou a secteme):

(x—RL)2 +y2=R{. (3.90)

Vidime, Ze pohyb se déje po kruznici s polomérem R; a se stfedem S=[ Ry, 0 ]. Poloha
stiedu zavisi na znaménku néboje Castice, stejné tak jako cyklotronni frekvence obéhu.

y
0<0 0>0
K/, y \\\\ A U()///’ ~ Ny
/ \\ // \
/ N W4 \
/ \/ \
! \
] | | |
\ ' ! | x
\ _ /
\ |RL‘ / ‘\ |RL| /
\ 7|\ /
\\ // \\ //
\\\ /// \\\ ///
~~Pp—— ~——<-

Obr. 3.8: Pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli ]
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3.2.4 Kvaterniony

Vse, co o komplexnich ¢islech vime, Ize soustfedit do jednoduché defini¢ni tabulky, v niz
jsou vSechny mozné kombinace néasobeni redlné Casti (reprezentované jednotkou 1)
a imaginarni ¢asti (reprezentované imaginarni jednotkou 1i):

(3.91)

Uz vime, ze komplexni Cisla reprezentuji usporadanou dvojici redlnych ¢isel, kterou lze
ztotoznit s kartézskymi soutadnicemi bodu v rovin€. V poloviné 19. stoleti bylo jasné,
ze by se hodilo né&jaké rozsifeni komplexnich ¢isel na Ctyfi osy, nebot’ vétSina déju
v pfirod¢ je popisovana Ctvetficemi (Cas a prostor, energie a hybnost, skalarni a vekto-
rovy potencial atd.). Postupné krystalizovala pfedstava takového rozsifeni. M¢lo by jit
0 ,,svet*“ s jednou realnou osou (odpovidajici ¢asu) a tfemi imagindrnimi osami (odpovi-
dajicimi prostoru). Takové ,.komplexni ¢islo (kvaternion) by mélo tvar

f=s+ix+jy+kz, (3.92)

kde s je realna neboli skalarni ¢ast, (x, y, z) je imaginarni neboli vektorova cast a i, j,
k jsou tfi imaginarni jednotky, které spliiuji relaci

i2=j2=k%=-1. (3.93)

Obdobné jako u komplexnich ¢isel by mélo byt mozné ze ¢tvetice realnych Cisel kdy-
koli kvaternion sestavit a naopak z kvaternionu kdykoli opétovné oddélit vSechny Ctyfi
¢asti a sestavit uspotradanou ¢tvefici neboli ¢tyfvektor, tj. prechdzet mezi obéma repre-
zentacemi

=s+ix+jy+kz. (3.94)

N 2 X

Za tim ucelem bylo ale tfeba vhodné definovat nasobeni mezi jednotlivymi imaginar-
nimi jednotkami. Tomuto ukolu se usilovné vénoval irsky matematik Willard Rowan
Hamilton (1805-1865), kterého budou ¢tenafi znat z Hamiltonova principu, Hamiltono-
vych rovnic a Hamiltonova operatoru. Hamilton je povazovan za otce kvaternionil, ale
k jejich teorii ptispéli i dal$i matematici, naptiklad némecky matematik Adolf Hurwitz
(1859-1919), ktery dokazal, ze smysluplné rozsifeni komplexnich ¢isel na tzv. hyper-
komplexni cisla 1ze udélat jen ve Etyfech (kvaterniony) a osmi (oktoniony) dimenzich,
dale britsti matematici Arthur Cayley (1821-1895) a Augustus de Morgan (1806—-1871),
bratii Gravesovi a dalsi. Hamilton zavedl nekomutativni nasobeni imaginarnich jedno-
tek, které kopiruje vektorové souciny jednotkovych vektori ve sméru imaginarnich os:

ij:ks .]] :—k,
k=i, Kj=—i, (3.95)
Ki=j, ik=—j.
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Vztahy lze jeden z druhého ziskat cyklickou zdménou:

Y

VAN,

Obr. 3.9: Otoceni bodu v komplexni roviné

Zakladni tabulka operaci mezi redlnou a imaginarnimi jednotkami tedy je

1 i j k
L1 i j k
> il i -1 k —j (3.96)

ili -k -1 i
k| k j - -1

Vypravi se, Zze Hamiltona tyto operace napadly dne 16. fijna 1843, kdyz spéchal na
zasedani Akademie véd a prechazel Broughamsky most v Dublinu. Pry kapesnim nozi-
kem do mostu vyryl napis i* = j* = k* = ijk = —1. Na mosté je dnes pamétni cedulka
s timto vztahem. Jak vidime, vandalskych ¢inti se mohou dopoustét nejen bezejmenni
chuligani, ale i ctihodni matematikové se §lechetnymi pohnutkami. Pronasobime-li dle
téchto pravidel dva kvaterniony

¢ v
A (9], | B | (v
A e
BZ

dostaneme
feg=(p+iA, +]jA, +K A )W +iB, +jB, +kB,)=""
= (¢y/—AxBx - A4,B, —AZBZ)+
+1 (¢Bx +y A, +AyBZ —AZBy)+ (3.98)
+j(¢B, +yA, +A,B. - A,B, )+
+k (@B, +WA, + A B, — A,B, ).

Vysledek mizeme zapsat v kompaktnéj§im tvaru

[ dv-AB
/g _£¢B+1//A+A><Bj (3.99)

Pro ryze realné kvaterniony (chybi u nich imaginarni, tj. vektorova cast) plati

re=ovw (3.100)
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a nasobeni kvaternionti se redukuje na nasobeni dvou reédlnych cisel. Pro ryze imagi-
narni kvaterniony (maji nulovou skalarni ¢ast) pak mame

_(AB 3.101
re= oo (3.101)

tedy ve skalarni ¢asti se objevi zaporné€ vzaty skalarni soucin a ve vektorové ¢asti vekto-
rovy souéin. Pfedstavte si, Ze vektor A je naznaCenou operaci gradientu, tj. A=V,
potom se ve vztahu (3.101) objevi ve skalarni ¢asti pfirozenym zpisobem divergence
a ve vektorové rotace pole B. Vlastnosti kvaternionti dobfe koresponduji se skalarnimi
a vektorovymi souciny pii popisu elektromagnetického pole, proto je James Clerk Max-
well v roce 1873 pouzil pti zaveérecné formulaci svych rovnic. Vektory chapal jako ryze
imaginarni kvaterniony (jen s vektorovou Casti) a skalary jako ryze realné kvateriony
(jen se skalarni ¢asti). Naptiklad vektor A a gradient miZeme chapat jako ryze imagi-
narni kvaterniony

. . 0 . . 0
Az]Ax+JAy+kAz=(Aj; V=18x+J8y+kaZ=[8/ax] (3.102)

Podobné jako u komplexniho ¢isla zavadime realnou a imaginarni ¢ast, mtizeme u kva-
ternionu zavést skalarni a vektorovou ¢ast:

> f=( j; S.f=¢; V.f=A. (3.103)
Nyni miizeme divergenci a rotaci pole zapsat jako pfislusné ¢asti soucinu dvou kvater-
niont:

divA=-S.VA; rotA=V.VA (3.104)

V zavérecné tabulce je nalevo historicky kvaternionovy zapis ne¢kterych Maxwellovych
rovnic z jeho dila ,,4 Treatise on Electricity and Magnetism* z roku 1873 (I dil, strana
257 a dale) a napravo je dne$ni notace:

B=V.VA B=rotA
E=-A-Vy E=—-0A/0t-V¢

e=8.VD divD = p,

0=5.VB divB=0
F=V.GB-A-Vy F=0vxB+QE
C=K+D Jtor =i+0D/ot

4zC=V.VH rotH = j+9dD/dt
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3.2.5 Holomorfni funkce

V nésledujicim textu uvedeme zakladni pojmy a postupy z komplexni analyzy. Piedpo-
kladejme, ze funkce f'(z) je funkci komplexni proménné, tj.

f(z):C>C. (3.105)

Rekneme, e komplexni funkce fix, y) = u(x, y) + iv(x, ) je holomorfni na oteviené
mnozing, pokud ma derivaci v kazdém bod¢ mnoziny. Oteviend mnozina je v definici
podstatna, protoze ke kazdému bodu mnoziny musi existovat okoli, na kterém je mozné
derivaci zavést. Existence komplexni derivace je velmi silny pozadavek, a pokud je
funkce holomorfni, ma zajimavé vlastnosti:

CR podminky. Plati tzv. Cauchyho-Riemannovy (CR) podminky:

ou v du v

> du_ov., du__9dv.
ox dy dy ox

(3.106)

Platnost CR podminek je ziejma z toho, Ze derivace musi dat stejny vysledek, at’ se
k danému bodu blizime po realné nebo po imaginarni ose, tedy musi platit rovnost
ofl0x = 0f10iy. Oddélenim realné a imaginarni ¢asti ziskdme CR podminky.
Harmonicnost. Z CR podminek je okamzit¢ vidét, ze realna i imaginarni ¢ast holo-
morfni funkce je harmonicka, tj. splituje Laplaceovu rovnici:

> Vu=0; V?=0. (3.107)

Situaci lze i1 obratit. Pokud vezmeme za redlnou ¢ast komplexni funkce néjakou harmo-
nickou funkci, mizeme z CR podminek dopocitat jeji imaginarni Cast, tedy kazdou
harmonickou funkci je uréena néjaka komplexni funkce.

Tayloruv rozvej. K holomorfni funkci lze v kazdém bod¢ mnoziny vzdy nalézt Tay-

lorv rozvoj. Pozdégji této kapitole si ukazeme, jak lze elegantné nalézt jeho koeficienty,
viz vztah (3.146).

Integral po kiivce. Necht' y je uzaviend prostd (ob&hne praveé jednou) kiivka. Je-li f
holomorfni na k#ivee i uvnitf kivky, plati Cauchyho fundamentalni véta:

> 45]'(2)d2=0. (3.108)
/4
Vzhledem k tomu, Ze vysledek integrace se nezméni pii jakékoli spojité deformaci

kiivky (toto tvrzeni zde nebudeme dokazovat), ukazeme si platnost Cauchyho véty pro
kruznici v komplexni roviné parametrizovanou vztahem

z=zy+Re?;  9e<0,27). (3.109)

Pro vypocet vyuzijeme Taylorova rozvoje funkce:

oo o 27
43 f(2)dz= CJS ch(Z—Zo)k dZ=Z jckRke'k‘”Rie"/’d(p:
z:zo+Rei(p z:zO+Rei(/’k:0 k=0 o
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o 2
z iCkRk+1 J‘ e1(k+1)(p d¢ =0,
k=0 0

nebot’ pro jakékoli & jde o periodickou funkci, z niZ je integral nulovy (plochy nad osou
a pod osou jsou stejné).

3.2.6 Laurentiv rozvoj a reziduova véta

Laurentiv rozvoj
Laurentovym rozvojem komplexni funkce f{z) v okoli bodu zp nazyvame fadu

+o0
> f@= ez-z)" . (3.110)
fr=—o0
Touto fadou se zabyval francouzsky matematik Pierre Alphonse Laurent (1813—1854).
Soucet zapornych clenti fady (k <0) nazyvame hlavni cast Laurentovy fady, soucet
nezapornych ¢lent (k > 0) nazyvame regularni cdst Laurentovy fady.

Pokud ma funkce v komplexni roviné pdly (osamocené body, ve kterych hodnota
funkce diverguje, ale v jejichz prstencovém okoli je funkce holomorfni, viz dale), 1ze
vzdy nalézt k danému bodu zg néjaka mezikruzi .4, na kterych bude funkce holomorfni.
Pro tato mezikruzi je mozné jednoznacné urcit koeficienty cj fady tak, aby Laurentova
fada byla na téchto mezikruzich konvergentni. Pro rizna mezikruzi bude mit fada rizné
koeficienty. Na nasledujicim obrazku jsou poly v bodech z1, z> a z3 a existuji ¢étyfi me-
zikruzi, ve kterych lze nalézt koeficienty cj tak, aby Laurentova fada konvergovala
k ptvodni funkei:

\4

e L-- Ed X

Obr. 3.10: Konvergence v mezikruzich

Reziduova véta

Hledejme kiivkovy integral z komplexni funkce po prosté, kladné orientované uzaviené
kiivce y (oblast ob&hne prave jednou). Funkce musi byt holomorfni v kazdém bodé¢
kiivky, ale v oblasti ohrani¢ené kiivkou mohou byt pdly, a proto nebude integral po
kiivee nulovy, nebot’ neplati piedpoklad Cauchyho fundamentalni véty o holomorfnosti
funkce v celé oblasti. Uvazujme nejprve jednoduchou situaci s jedinym polem v zg,
kolem néhoz existuje prstencové okoli (bod zp do ného nepatii), na kterém je f
holomorfni. Najdéme integral po kruznici vedené kolem bodu z:
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2
gS f(z)dz= gS ZCk(z—zo)"dFZjckRkeikfoRiei‘/’dq):
0

z:zO+Rei¢ z:zO+Rei¢ k k

2r
= ZiCkRk+1 j el(kH)(p dq) = ZiCkRk+] 2ﬂ5k,_1 = 27z'ic_1 .
k 0 k

Je ztejmé, Ze jedinym nenulovym ¢lenem je ¢len s k£ =—1. Koeficientu c_; proto fikame
reziduum (zbytek) funkce /v bodé zo, zna¢ime Rez(f; zp). Pro obecnou kiivku miZeme
postupovat obdobné, vysledkem je reziduova véta

> $rydz=27i Y Rez(f.z) . (3.111)
Ve

zye Inty

Integral z prosté, kladné orientované uzaviené kiivky je roven 2zi-nasobku souctu vsech
rezidui funkce lezicich uvniti kfivky (Int y). Véta umoznuje efektivni vypocty mnoha
kiivkovych integrali v komplexni roving, ale i integralti po realné ose, kterou chapeme
jako ¢ast kiivky v komplexni roviné. Pokud by kfivka byla orientovana opacné (ve smé-
ru hodinovych rucicek) objevi se na pravé strané minus.

Poly
Rekneme, Ze funkce f{z) ma pol v bodé zg, pokud spliiuje
I. lim f(z)=c,

zZ—2(

2. v prstencovém okoli zg je funkce holomorfni.

Nasobnost p6lu

Rekneme, Ze pol zg funkce f{z) méa nasobnost k, pokud koeficienty Laurentova rozvoje
na prstencovém okoli bodu zg spliuji

1. C_kio,
2. Cl:(); I<—k.

K vypoctu rezidui pro pdly nizké nasobnosti 1ze vyuzit jednoduché vztahy uvedené
v nasledujicim textu.

Reziduum v pélu prvni nasobnosti

Reziduum v pélu prvni nasobnosti Ize uréit ze vztahu (plyne okamzit¢ z Laurentova
rozvoje)

Rez(f,zy) = lim [(z—20)f(2)] - (3.112)
=z

Ze vztahu je zfejmé, ze pro holomorfni funkci g plati

> Rez[ 22 ,20]=g(zo). (3.113)

(z-2p)
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Naptiklad

ez| —SE) i i (z—p—S0E) |
(z+i)z—-1) ) zoi (z+1)(z—1)

sin(z) | _ sin(i)
(z+i) | 2i

=1lim
z—i

Reziduum v podlu k-té nasobnosti

Rez(f,zy) = ﬁlgno [(Z—Zo)k f(Z)}(k_l) : (3.114)

Reziduum v nekone¢nu

Pro holomorfni funkci miizeme v prstencovém okoli nekonecna zavést Laurentv rozvoj
oo bk

EEDS (3.115)
4

Reziduum v nekoneénu potom definujeme vztahem
Rez(f,e0) =-b,. (3.116)

Znaménko se definuje zaporné proto, aby pro funkci, ktera je holomorfni az na konecny
pocet polu zg, platilo, Ze soucet vSech rezidui je nulovy:

Rez(f,%) + Y Rez(f,z;)=0 . (3.117)
2k
Tento vztah umoznuje vypoéitat reziduum v nekoneénu bez pouziti defini¢niho vztahu
(3.114).

3.2.7 Priklady na vypocty integralli

¢ Piiklad 3.2

Spoctéte integral
+oo x2
1=£( 2+a2)(x2+b2)dx. (3.118)

Namisto realného integralu (3.118) budeme pocitat integral z komplexni funkce (x
nahradime z)

z2 22

(F+a?)(2 452 GriaNz-ia(z+ib)(z-ib)’

f(z)= (3.119)

ktera ma Ctyti poly, zadny z nich ale nelezi na vodorovné (realné) ose. Integral pove-
deme po kiivce na nésledujicim obrazku, poly jsou vyznaceny ¢ernymi krouzky:
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Pro vypocet vyuzijeme reziduovou vétu, uvnitf carkované integracni kiivky jsou jen dva
poly:
$f(2)dz= [ f(z)dz+ [ f(z)dz=27i[Res(f(2),ia)+Res(f(2),ib)]. (3.120)
7 " V2

Pro R — o konverguje integral ptes kiivku y; k nami hledanému integralu /, zatimco
integral pres kiivku y, se limitné blizi nule, nebot’ integrovand funkce jde v nekonec¢nu
na kiivee y, (v kterémkoli sméru) k nule. Proto mame

1=2m'[Res(f(z),ia)+Res(f(z),ib)]=L. (3.121)
a+b
>
€ Piiklad 3.3
Spoctéte integral
+oo
I=[22dxs m>0. (3.122)

1+x

—oo

Integral urcité existuje, nebot’ Citatel je omezena funkce a jmenovatel se v +oo chova
jako 1/x. Integral uréime jako realnou &ast integralu, v némz funkci kosinus nahradime
kmitavou exponencialou
too imx
e
I=Re |
I+x

Sdx;  m>0. (3.123)

Dalsi postup bude obdobny jako v minulém piikladé. Budeme pocitat integral z kom-
plexni funkce

imz imz

f(@)=g= "

= ; > (3.124)
142 (z+1)(z—-1)

kterd ma pély v bodech +i a —i. Jako integracni kfivkou zvolime ¢ernou carkovanou
ktivku z nasledujiciho obrazku. Z reziduové véty potom mame

[ dz= [ dz+ [ = dz=27iRes(/(2).i). (3.125)

71+z 711+z %)

imz imz imz
€

1+z
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V limité¢ R —oo bude probihat integrace v prvnim integralu po celé realné ose, v druhém
z integralti bude pro m > 0 integrovana funkce konvergovat k nule. Pokud by m < 0,
museli bychom integraci uzavtit pres dolni polorovinu. Vysledek tedy je

+oo ei mx e
| dx =2ziRes(f(2).1) =27i— = e (3.126)
1+x° 2i

—oo

Po oddéleni realné a imaginarni ¢asti dostaneme vysledek

400
[ dx=me™ (3.127)
S l+x
2 sin mx
j dx=0. (3.128)
S+
)
¢ Piiklad 3.4
Urcete integral
!
[ = dx. (3.129)
X

—oo

S vypocétem tohoto integralu budou problémy v okoli nuly, kde integrovana funkce
z obou stran diverguje (viz obrazek) a integraci ptes takovy bod nelze provést. Presto
lze integraci v uréitém smyslu ud¢lat. Integraci rozdélime na dvé ¢asti, v nichz ,,nepo-
hodlny* bod vynechame a limitné se k nému budeme blizit zleva a zprava. Takovyto
postup nazyvame integraci ve smyslu ilavni Cauchyho hodnoty a oznatujeme
+oo £ |
V.P. j dx= 1im[j—dx+ j de}. (3.130)
o v X

£—0 x3

1
e
Oznaceni V. P. je zkratkou z Value Principal. V naSem pfipad¢ je prvni z integralt za-

porny a druhy kladny a oba se piesné vyrusi, takze vysledkem je nulova hodnota. V ji-
nych ptipadech nesymetrickych funkci mize byt vysledek nenulovy. Vysledek tedy je

400
V.P. j%dxzo. (3.131)
oo X
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¢ Piiklad 3.5

Ve fyzice je dosti Casty je vypocet integralu s jednoduchym pdlem na realné ose

f&dx. (3.132)
S X7 X0

Na takovy integral vedou rtizné tlohy na rezonanci. Je-li funkce g(z) holomorfni v kom-
plexni roving a v redlném (o) i imaginarnim (i) nekone¢nu se blizi k nule tak rychle,
aby integral konvergoval, vyuzijeme k vypoctu reziduovou vétu pro ¢arkovanou kiivku
na obrazku:

VA
Y R— oo
/// \\\ r—0
/ N
/ \
/ R \\
¥ \
I, \
1 \
1 z \
I
] > 0 , i >
‘}/1 N Ko/ ’}/3 X
)

Integral (3.132) pfepiSeme do komplexni proménné a provedeme integraci po jednotli-
vych kfivkach v matematicky kladném sméru, tj. proti sméru hodinovych rucicek:

Z—2Zz zZ—2 zZ—2

J-g(z)dz L g3 4 . I&dz + j&dpzmg(xo).
Z_ZO
" " 7 74

V integralech provedeme ob¢ limity R — o a r — 0. Posledni integral ptijde vzhledem
k predpokladtim pro R — oo k nule. Jednotlivé integraly postupné daji

Xo—r 2 ip R
+ .
lim | | Lx)dx+_|‘g(zo—.re)ire”pd(p+ [ D) 4140 = 27ig(xy)
R— o0 X=X, 19 — X, 0
0\ R 0 T re xo+r 0

R— oo r—0 re
r—0

xXo=r R 2 ip .
lim | | 2 4o [ 2™ 4o |+ tim jwire“/’d(p = 27ig(x,)
Cp XX X—X T 19

xXo+r

+oo (x) 2r
VP [ B4 + i [ glxg)de =27ig(xy) .
x—xO o
T g
> VP [ £ dv = 7ig(x). (3.133)
S X7 X0

Pokud integral v imaginarnim nekonec¢nu nekonverguje, vyuzijeme jiné integracni ces-
ty, naptiklad obdélniky ¢i jiné vhodné ttvary. )
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¢ Piiklad 3.6

Urcete integraly

j dx. (3.134)

e X

[ = dx. (3.135)
X

—oo

Prvni z integrald bude klicovy pro teorii distribuci a v dal$im se s nim je$t¢ setkame.
Integrand se v pocatku chova ,, normalné®, nebot’
. sinx
lim =

x—0 Xx

1. (3.136)

To bohuzel nelze fici o druhém integrandu, zde plati

=too (3.137)

a integral bude mozné pocitat jen ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty. Oba integraly
budeme pocitat naraz za pomoci exponencialni notace, tj. ur¢ime integral

+oo jx

I=["—dx (3.138)
e X

a posléze oddélime redlnou a imagindrni ¢ast. Pfi vypoctu budeme postupovat dle
obecného navodu z piedchoziho pfikladu. Integrand nahradime komplexni funkei

eiz

f(2)= (3.139)

Z b
ktera ma jediny pdl na realné ose v bod¢ z = 0. V horni poloroviné konverguje integrand
v nekone¢nu k nule, proto miizeme ptimo pouzit vztah (3.133) z minulého piikladu:

too jx

VP [ S-dx = zie" =iz (3.140)
X

Odd¢lime-li nyni redlnou a imaginarni ¢ast, mame

oo
VP [ 2dx = 0. (3.141)
e X
" sinx
> j dx=7. (3.142)
X

U druhého integralu jsme vynechali symbol V.P., nebot’ je integrand v x = 0 konecny
a hlavni hodnota splyva s béznym vyznamem integrace. Odvozeny vztah budeme jesté
potiebovat. ]
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3.2.8 Cauchyho integralni formule
a holograficky princip

Hodnoty holomorfni funkce uvnitf libovolné uzaviené prosté kiivky lze dopocitat
z hodnot na této kiivee (funkce musi byt holomorfni v celé oblasti) podle Cauchyho
integrdlni formule:

e o)——gﬁ [ g, (3.143)

2wic z— Zo

Samotny integrand neni holomorfni v bod¢ z = zy. Dtikaz tohoto tvrzeni miiZzeme oka-
mzité dostat z reziduové véty. Naleznéme ale vysledek integraci po kruznici: Kiivku
nahradime bez ujmy na obecnosti kruznici se stfedem v bodé zg (spojitd deformace
kiivky na holomorfni oblasti nezméni hodnotu kfivkového integralu, nesmime tedy
ktivku jen deformovat pfes centralni bod zp, kde integrand neni holomorfni).

Stred kruznice je v bod¢, kde pocitdme hodnotu funkce, na poloméru kruznice ne-
zalezi (kruznice s riznym polomérem lze spojité deformovat jednu na druhou). Holo-
morfni funkci rozvineme do Laurentovy fady v okoli bodu zg, kterd bude mit diky ho-
lomorfnosti jen nezaporné ¢leny (tedy Taylortiv rozvoj):

- k
@)= ¢ (z-z) . (3.144)
k=0
Integrujme nyni na pravé stran€ vztahu (3.143) libovolny z ¢lent fady:
k
1 ¢ lz—z 1 _
—_— udzz_ Ck(Z—Zo)kle:
2ri zZ—2z 2ri
4 4
1 2r ) )
= — [ R * V2R P dg = (3.145)
2ri 0

. Rk 2z R
_ g : J‘ ek dg = ick 2;;5,{0 =0k = f(20)6k0 -
2ri 2z

Jediny nenulovy pfispévek ma tedy nulty Clen rozvoje a ten je piimo roven hledané
hodnoté. Vztah (3.144) lze snadno zobecnit na koeficienty Laurantovy fady. Pro zg #
1ze koeficienty fady urcit ze vztahu

f(2) , 1
> 27“(]5(2 - )k+1 youH . (3.146)

Kfivka y je uzaviena prosta a cela lezi v daném mezikruzi. MuiZe jit naptiklad o kruznici
se stfedem v zp a vhodnym polomérem. Diikaz vztahu (3.146) je zcela analogicky di-
kazu (3.145), tj. jen dosadime parametrizaci kruznice (3.109) a za funkci hledany roz-
voj. Nenulovy bude jediny Clen, a ten da prave koeficient c. Pro regularni ¢ast fady
prejdou koeficienty cj v bézné koeficienty Taylorovy fady
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(k)
> Ck:%; k=12,... (3.147)
K rozvoji funkce do Laurentovy fady existuje fada trikt, pfi kterych neni nutné provadét
vypocet koeficienti podle vztahu (3.146).

k kok

U holomorfnich funkei je velmi zajimavou vlastnosti vztah (3.143), pomoci néhoz je
mozné dopocitat hodnoty holomorfni funkce ze znalosti funkce na hranici mnoziny.
S obdobnym principem se setkavame i ve fyzice, kde ho nazyvame holograficky prin-
cip. V podstaté jde o tvrzeni, Ze N rozmérnou realitu lze zakdédovat do informaci na
mnozin¢ s dimenzi N—1. Zatim se s holografickym principem setkavame ve tfech
oblastech fyziky. Prvni z nich je holografie, tj. pofizeni 3D fotografie (hologramu) na
2D médiu. Na hologramu se za pomoci interference zaznamenava informace nejen
o intenzité svétla odrazené¢ho od objektu, jak je tomu u bézné fotografie, ale i o jeho
fazi, ktera se zapiSe jako obrazec vznikly interferenci odrazeného paprsku s referenénim
paprskem. Z hologramu lze pak za pomoci laserovych paprskd zrekonstruovat tiiroz-
mérnou ,,fotografii“ ptivodniho objektu. Holografii objevil anglicky fyzik mad’arského
puvodu Denis Gabor (1900-1979) v roce 1947.

Druhou oblasti je termodynamika ¢ernych dér. Z praci izraclsko-amerického fyzika
Jakoba Bekensteina (1947-2015) a britského teoretika Stephena Hawkinga (*1942)
vyplyva, Ze na horizontu ¢erné diry jsou zakddovany informace o jejim nitru. Povrchu
cerné diry lze pfifadit nejen teplotu, ale i entropii, ktera je za normalnich okolnosti veli-
¢inou vazanou na objem.

Do tietice vyuzil holograficky princip holandsky teoretik Erik Verlinde (*1962) ve
své alternativni teorii gravitace, v niz gravitaci nepovazuje za samostatnou interakci, ale
za makroskopicky vysledek kvantového chovani mikrosvéta (tzv. entropickou silu
patiici do stejné kategorie jako difuze Ci elasticita). Verlindeho teorie vyuziva blize
nespecifikovanou projekéni plochu, na které je zakodovana veskera informace o objek-
tech uzavienych uvnitt plochy. Takovou plochou by mohla byt naptiklad svétocara
struny korespondujici s n¢jakou elementarni ¢astici. Z uvedeného je patrné, ze hologra-
ficky princip — tedy tvrzeni, Ze informace o N dimenzich mize byt zakoédovana na N—1
rozmérné mnoziné — ma pravdépodobné v ptirodé hlubsi smysl, jehoz vyznam zatim ne
zcela chapeme.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.3 Vektory a tenzory

3.3.1 Linearni vektorovy prostor

Vektor si miizeme ptedstavit jako orientovanou ty¢ku (rozliSujeme pocatek a konec).
Rovnobézné posunuté tycky povazujeme za stale stejny vektor. Pokud vektor posuneme
do pocatku, miizeme z polohy koncového bodu ,,odecist™ tzv. soufadnice neboli slozky
vektoru. Soutadnice vektoru vzdy zavisi na volbé soutadnicové soustavy. Nestaci tedy
zadat vektor jako usporadanou trojici, ale musime jeho definici doplnit o transformacni
pravidla, tj., jak se zméni slozky vektoru pfi prechodu k jiné soufadnicové soustave:

f=0. /05, (3.148)

3
fi =2 Aufi, (3.149)
I=1
kde A je transformacni matice od nevlnkované soustavy k vinkované. Strukturované
objekty, jako jsou vektory ¢i matice, vétSinou znac¢ime tuénym fezem pisma. Nékdy je
vyhodné psat slozky vektoru do fadku (vétsinou pro Gsporu mista), jindy jako sloupcové
vektory. Pokud transformujeme slozky obdobné jako ve vztahu (3.149), je nutny
sloupcovy zapis:
N Ay A A | (f
So|= 4 An Axn || fa ] (3.150)
) (A3 An Ay ) 3

S vektory umime provadét dvé operace — natahovani redlnym koeficientem a skldadani:

> of = (afy.afy.af;), (3.151)
> f+g=(fi+g./2+8./3+8). (3.152)

Natahovani i skladani provadime se vSemi slozkami. Vysledkem natahovani je vektor
stejného (a>0) nebo opacného (a <0) sméru, ktery je alfakrat delsi. Vysledkem
skladani dvou vektoru je vektor, ktery vznikne jako thlopficka rovnobézniku nataze-
ného na oba vektory (operaci, kterou zname z kurzu fyziky jako tzv. rovnobéznik sil).

g f
¢
% ot !

Obr. 3.14: Skladani a natahovani dvou vektord.

Tyto dvé operace splituji pravidla, kterd nemusi platit jen pro nase vzorové ,.tyce*, ale
i pro jiné objekty. Pojem vektoru budeme proto abstrahovat a na prvni misto postavime
vlastnosti operaci natahovani a skladani. Zaved’'me proto linearni vektorovy prostor.
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Rekneme, Ze ¥ je linedrni vektorovy prostor nad mnozinou realnych (komplexnich)
¢isel, jsou-li pro prvky tohoto prostoru definovany operace

oznaceni odkud kam nazev Zapis
+ VXY — V scitani (skladani) vektort h=f+g
VXR(C)— V nasobeni vektoru skalarem g=of

které maji nésledujici vlastnosti:

) f+g=g+f, f+(g+h)=(f+g)+h,
> 2) af+g)=of +ag, (a+p)f =af + fpf, (3.153)
3) a(pf)=(apf, If=f,

4) f+g=f+h = g=h.

Prvni operace fika, Ze plati komutativnost (zdménnost) a asociativnost (sdruzovani),
druhd operace definuje linearitu. Na prvni pohled je jasné, Ze tyto vlastnosti maji fyzi-
kalni vektory (napiiklad sila), které umime natahovat a skladat a umime si je predstavit
jako orientované usecky nebo $picaté tyce. Na druhou stranu mohou mit podobné vlast-
nosti izcela jiné objekty (matice, feSeni rovnic), pokud pro né€ tyto operace vhodné
zavedeme. Dilezité jsou vlastnosti objektt (3.153), nikoli objekty samotné.

3.3.2 Skalarni soucin

Norma vektoru

Pro tuto chvili se jesté zabyvejme uspoifadanymi dvojicemi ¢i trojicemi Cisel, které
predstavuji soufadnice vektoru. Pozdé&ji naSe ivahy rozsifime na obecnéjsi objekty.
Velikost (normu) vektoru mizeme snadno urcit z Pythagorovy véty. Podle obrazku pro
dvojdimenzionalni a tfidimenzionalni pfipad plati:

I8l =[] =2+ 17 = x5
(3.154)

||f||3D =|f|=\/l§ +y° =\/x2 +z22 4%

yl\
S
AR
>\ A -
x=f, X

Obr. 3.15: Velikost vektoru pro usporadané dvojice a trojice.

Je zfejmé, ze pro vice dimenzi bude mozné Eukleidovskou normu definovat vztahem

lE]l=xf +x3 +++xy - (3.155)
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Norma se oznacuje jednoduchou (jako absolutni hodnota) nebo dvojitou svislou ¢arou.
Pojem normy lze rozsifit i na tzv. p-g normu definovanou vztahem

1=(je " e o) e159

Pro p,=q =2 tato norma splyvd s Eukleidovskou vzdalenosti. Samoziejmé by bylo
tieba se detailné zabyvat tim, zda takto definovana norma spliiuje nase predstavy o
velikosti vektoru, napfiklad trojuhelnikovou nerovnost atd. Takovy rozbor nalezne
¢tendf v ucebnicich matematiky. Ukazme, jak vypada jednotkova kruznice, tj. mnozina
bodi, které maji vzdalenost od pocatku rovnou jedné, v riznych p-g normach:

| +]y? =1 (3.157)

Na nasledujicim obrazku jsou zakresleny tyto ,,kruznice* pro rizné hodnoty exponentd.

®O®
@+

Obr. 3.16: Jednotkova kruznice v riznych normach

Skalarni soucin

S vektory mizeme provadét nejen natahovani a skladani, ale i dalsi operace. Mame-li
k dispozici dva vektory f a g, mizeme jejich indexy ponechat riizné a vytvofit tak dvoj-
rozmérnou tabulku Cisel, kterad spliiuje urcitd transformacni pravidla, a fikdme ji tenzor
druhého tadu

| 2 Ty = frgrs T=f®g. (3.158)

Tuto operaci s dvéma vektory nazyvame tenzorovy soucin. Je dilezity pii popisu elek-
tromagnetického pole, gravitace, setrvacnikll, permitivity, permeability atd. Prvni zapis
je slozkovy, druhy je symbolicky. Tenzorovy soucin znac¢ime kiizkem v kolecku.

¢ Priklad 3.7:

he g fig -7 -1 2
T=| foa1 /8 Jg|=|-14 -2 4|
& /38 f38) (21 3 6
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Druhou moznosti je oba indexy secist, takové operaci fikame skaldarni soucin:

3
> f-g=flg)=(flg)= figr = hg1+ /r&2+ 283 - (3.159)
k=1

Skalarni souc¢in znac¢ime bud’ centrovanou teckou, nebo kulatou zavorkou nebo braketo-
vou zavorkou. Pfes oba indexy se vys¢ita a vysledkem je jedno jediné realné ¢islo, které
mize byt kladné, nulové ¢i zaporné. Pro bézné transformace, jako je otoceni souradni-
cové soustavy Ci inverze, nezavisi skalarni sou¢in na volbé soustavy. Takovym ¢islim
fikdme skalary.
¢ Piiklad 3.8
f:(1’2>3); g:(_7,_1>2);
f-g=figit g+ /383=-7-2+6=-3.
)

Vezméme si dva libovolné vektory f, g a zvolme soufadnicovou soustavu co nejjedno-
duseji. Osu x nechame mitit ve sméru prvniho vektoru, osu y v roviné obou vektort
a osu z kolmo na né (volba soustavy vzdy zavisi na nas):

g

Obr. 3.17: Volba soufradnicové soustavy pfi interpretaci skalarniho soucinu

Oznacime-li velikosti vektort £, g a tthel mezi nimi a, budou jejich soufadnice

f :(/{19f29f3) Z(f,O,O);

. (3.160)
g=1(g1.82,83)=(gcosa, gsine, 0).
Snadno nyni nalezneme skalarni sou¢in obou vektorti podle definice:
f-g=figi+ 282+ /383 = fgcosa=|/f| | gl coser. (3.161)

Skalarni soucin dvou vektori je tedy roven soucinu jejich velikosti a kosinu seviené¢ho
uhlu. To je velmi dulezité. Zopakujme si jeste, Ze tento vysledek bude vzdy stejny, bez
ohledu na volbu soufadnicové soustavy. A k ¢emu je tedy skalarni soucin dobry? Za
jeho pomoci mizeme urcit thel mezi dvéma vektory:

> cosa=—1 B (3.162)
(RAINIF-4l

Snadné je také urcit velikost vektoru. Postaci oba vektory ve vztahu (3.161) polozit
stejné a dostaneme f-f= || f||°>. Odsud snadno ur&ime velikost (je dana odmocninou ze
skalarniho souc¢inu vektoru se sebou samym)

> £ l=E-f . (3.163)
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Skalarni soucin také umozni vypocet mechanické prace po zadané draze y, pisobi-li na
objekt sila F:

> AA:jF-ds. (3.164)
/4

d Piiklad 3.9

Zadani: Naleznéte velikost a vzajemny thel vektort f= (1, 3, 0), g=(2, 2, 0).

ReSeni: Nejprve nalezneme velikosti obou vektori:
IE11=NE-F =2+ 17+ 12 =10,

lgl=g g=ygr+gr+g> =8.

Nyni jiz snadno nalezneme thel mezi obéma vektory:

_ fg _fxgx+fygy+fzgz_ 8
Il el J104/8 V80

Odpovidajici uhel je cca 27°. Nakreslete si oba vektory a zkontrolujte vypocet graficky.
|

Pro skalarni soucin plati Schwarzovo lemma, které je uzitecné pti riznych odhadech
a plyne okamzité ze vztahu (3.161):

=0,89.

> [f-g|<Ifllgll. (3.165)

—  Skalarni soucin je dan vztahem f-g = fig; + f,2, + /383 -
—  Skalérni soucin lze také zapsat jako f-g=||f|| || g|lcos .
—  Pro skalarni soucin plati Schwarzovo lemma | f-g | <|fllell-

—  Skalérni soucin je ¢islo, které nezavisi na volb€ soufadnicové soustavy.

—  Skalarniho souc¢inu umoziuje urcit thel mezi vektory
cosa=f-g/(If|llgl).

—  Velikost vektoru je vzdy rovna || f || =T -f .

% sk sk

Za pomoci vztaht (3.153) jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéjsi objekty, nez jsou
uspotfadané trojice a zavedli linearni vektorovy prostor. Nyni analogicky rozsifime
pojem skalarniho sou¢inu pro rizné linearni vektorové prostory.

RN prostor realnych N-tic

Prechod od uspotradanych trojic k vétsimu pocétu dimenzi je primocary. Veskeré odvo-
zené vlastnosti zstavaji zachovany, at’ uz jde o velikost vektoru chapanou jako odmoc-
ninu ze skalarniho soucinu prvku se sebou samym, definici tthlu mezi dvéma prvky,
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Schwarzovo lemma i dal$i vztahy. Ve skaldrnim soucinu bude soucet probihat namisto
do tfi do V:

f = (fl)"')fN) 5 g = (gl""ﬂgN) 5 f}ﬂgleﬁﬂ (3166)
N

> f-g = figi++fvgn = DO Ji& - (3.167)
k=1

CV prostor komplexnich N-tic

Pripustme nyni, ze slozky vektoru jsou komplexni ¢isla. Takovy predpoklad s sebou
pfinese problém pii definici velikosti vektoru, nebot’ definice skalarniho soucinu (3.167)
nezajistuje, ze velikost vektoru bude nezdporné realné ¢islo. Z vlastnosti komplexnich
¢isel ale vime, Ze pro velikost komplexniho c¢isla plati

|/ 1=NF 7 =JG=inGriy) =yx? +)* . (3.168)

U komplexni N-tice by proto bylo pfirozené, aby platilo

IEl=A S+ Ty Sy =\/|f1 Pt fy 12 (3.169)

Tomu musime pfizptsobit definici skalarniho sou¢inu a jeden z argumentt skalarniho
soucinu brat komplexn¢ sdruzeny (dohodou levy):

f=Ufy) » g=(g..ay) 5 fr.geC,  (3.170)
p— p— N_

> f-g=/fig++/ gy =2 fi&- (.171)
k=1

Takto definovany skalarni soucin je obecné komplexni ¢islo. Skalarni soucin prvku se
sebou samym je ale vzdy realné nezaporné Cislo, takze 1ze zachovat definici normy jako
odmocniny

< V=TT =T f et Ty Sy =L Pt Sy 1 (3.172)

Pro realné N-tice splyne nase nova definice s pivodnim vztahem (3.167), takze jde
o piimé rozsiteni této definice. Opét plati Schwarzovo lemma, stejnym zpiisobem lze
zavést definici thlu mezi dvéma prvky (v tomto pifipadé komplexniho) atd. Vse, co
umime z prvotnich ,,ty¢i“, zlistane v platnosti.

¢ Piiklad 3.10

Naleznéte velikost a skalarni souc¢in vektori f = (i, 3), g = (1, 2i). Postup je pfimocary:
[el=vE-£ =Aifi+ /o fy =4-ii+3* =410
lel=Ve g =\zigi+222, =y1> +(22D20) =5; (3.173)

f-g=figi+ g =HH+BR2)=7i.
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[2 Prostory posloupnosti

Dalsim zobecnénim bude pfechod od komplexnich N-tic ke komplexnim posloupnos-
tem, které maji nekoneény pocet prvki. Takové prostory oznatujeme [ (,.el dva“).
Skalarni soucin rozsifime pifimocare:

f={fl, ... o 3=V le>={e}ia fi» g €C, (3.174)
> fog=flg + =+ fygy + = 2 fi& = fi& - (.175)
k=1

Takto definovany skaldrni souc¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do
prostoru [* miizeme zahrnout jen takové prvky f, pro které je || f || < oo, tj. pozadujeme

8

fife <o pro ¥V fel®. (3.176)
k=1

Potom je
f-gl = 1Y figi | < Ifll-llgll < po ¥ [f>]g>e I, (3.177)
k=1

nebot’ Schwarzovo lemma plati i v ptipadé nekone&nych posloupnosti. Do prostoru (>
tedy patii jen posloupnosti s¢itatelné s kvadratem, proto symbol ,,2* v ndzvu prostoru.
Naptiklad posloupnost f= {1, 2, 3, 4...} nepatii do prostoru (%, protoZe

[£]=VEf=v1+22 437 =0,

naopak posloupnost f= {1, 1/2, 1/4, 1/8...} patii do prostoru [*, protoZe

||f||5\/ﬁ=\/12+(1/2)2+(1/4)2... oo

L2 Prostor komplexnich funkci realné proménné

Pii dal§im zobecnéni prostoru [* si miizeme index k predstavit spojity. Misto k& budeme
psat x : fy. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spoji-
tého indexu), kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f(x), tj.

f=f=/(x), g=g,=g(x), ; xeR, f,geC, (3.178)

> fg= j £ (x) g(x)dx. (3.179)

Prostor oznatujeme £2. Analogicky jako v [* je tfeba do prostoru zahrnout jen prvky
s normou spliujici || f || < oo, tj.

jf(x)f(x)dx: j|f(x)|2dx< w pro YV f(x)er.  (3.180)
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Vzhledem ke Schwarzové lemmatu, které plati i pro integraly, je
[f-g| =< ||f]]-]|g]l < o pro V f,ge Yo (3.181)

a skalarni sou¢in ma smysl. [ se ne¢kdy nazyva prostor funkci integrovatelnych s kva-
dratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez (— oo, o), potom piSeme Voa (M),
kde M je defini¢ni obor funkci f(x) € Vod (M). Nyni mzeme pristoupit k obecné defi-
nici prostort se skalarnim soucinem (tzv. unitarnich prostort).

¢ Priklad 3.11

Zadani: Uréete na prostoru £ (0,1) funkci integrovatelnych s kvadratem na intervalu
<0, 1> velikosti a vzajemny uhel funkci f(x) = 1, g(x) = x.
Reseni: Postup je zcela piimocary:

1
IfIP=tt=(1N=]1d=1: = [f]=1;

1 1
lgl?=gg=(gle) =[x dv=2 = fgl=145;

fg=(f1g)=[ Fedv=[ 1-2dr=1/3;

__Ulg _ 13 =J5/3 =  a=42°. D
IAlgl 11745
¢ Priklad 3.12
Zadani: Urcete na prostoru £ (0,27) skalarni soucin funkei £(x) = sin x, g(x) = sin 2x.
Reseni: Postup je opét piimocary:

2r

2 2
(f1g)= [ fgdx= [ sinxsin2xdx= [ sinx2sinx cosx dr=
0 0 0

2z substituce e sin®(x) i
=2]sin2xcosxdx= . =(2Z-| =|2———= =0.
0 sinx=¢& 3 3,

Vysledek znamena, ze funkce f a g jsou na sebe kolmé. Dokonce plati, ze funkce
{1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x...} jsou kolmé kazda na kazdou a tvoii ortogonalni bazi
na prostoru funkci £ (0,27). Zkuste si sami dokazat, e plati ||sin x || = \7. )

Unitarni prostor (prostor se skalarnim souc¢inem)

Unitarnim prostorem U nazveme linearni vektorovy prostor %’s operacemi

oznaceni odkud kam nazev Zapis

+ VXY — V scitani (skladani) vektort h=f+g
VXR(C)— V nasobeni vektoru skalarem g=of

1) VxY— R(C) skalarni sou¢in a=(flg)
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které spliuji zékladni vlastnosti skalarniho soucinu odvozené v predchozim textu:
) (flg+h) = (f[g)+f[h),
2y flag) = a(f|g),
> ) (Fleg) (flg) ) (3.182)
3) (glf) =(flg = (af|g)=a(f]g),
4 (f|f)y=z0 ; @FfH=0 o =0
Prvni dvé podminky v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tieti operace
plyne antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexné sdruzené kon-

stanty). Pokud je prostor se skalarnim souéinem uplny, tj. kazda konvergentni posloup-
nost konverguje k prvku prostoru, nazyvame ho Hilbertitv prostor.

Konvoluce

Zkusme nyni linearni maticovou transformaci

g =2 Aufi (3.183)
1

prepsat do prostoru funkci. Diskrétni indexy k, / nahradime spojitymi indexy x, y
a sumaci zménime na integraci. Vysledek bude:

> 2(0) = [ A0, ) /() dy. (3.184)

Uvedené zobrazeni se nazyva konvoluce, funkce dvou proménnych A(x,y) je tzv.
konvolu¢ni jadro. Mezi konvoluce patii vétSina integralnich transformaci. Podle volby
funkce 4 miZzeme mit Fourierovu transformaci, Laplaceovu transformaci, Abellovu
transformaci a mnohé dalsi. Konvoluce neni nic jiného nez maticové nésobeni se
spojitymi indexy, proto ji symbolicky zapisujeme jako

> g=A*f. (3.185)

Konvoluce pfifadi funkei f novou funkci g za pomoci ,,predpisu” A. Je-li funkce A
funkei jen jedné jediné proménné, u konvoluce automaticky predpokladame integraci

> g(x)= fA(x— »f(dy. (3.186)

Za pomoci konvoluce stzv. Greenovou funkci lze snadno nalézt feSeni nckterych
parcialnich diferencialnich rovnic. K této uloze se vratime v kapitole 3.8.4.

¢ Priklad 3.13
Zadani: Nalezné&te konvoluci A(x, y) = (x—y)’ s funkci f(x) = x. na prostoru £ (0,1)

glx)=A*f = jA(x, NS ()dy=
Reseni:

1
=fx »ydy= I(xy 2% + ) dy =
0 0

a1
{ +y—} =——Zx+=—x° b
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3.3.3 Vektorovy soucin

Prvky linearniho vektorového prostoru uz umime natahovat, sklddat a mizeme s nimi
délat skalarni soucin. Ve fyzice je ale dilezita i dalsi operace, tzv. vektorovy soucin,
ktery dvéma vektorim pfifadi uspofadanou trojici, jejiz vlastnosti v nékterych ohledech
pfipominaji vektory. Budeme postupovat obdobné jako u skalarniho sou¢inu. Danou
operaci zavedeme, ukazeme si, kde mlze byt uzitecna a pak se budeme zabyvat jejimi
vlastnostmi a operaci nakonec zobecnime na jakékoli objekty spliujici tyto vlastnosti.

Symetrické a antisymetrické matice

V teorii matic jsou velmi dilezité symetrické a antisymetrické matice. Symetrické ma-
tice spliuji relaci

> Skl :Slk, (3187)

tj. zdména indexd nema na matici vliv. Prvky vzniklé pieklopenim matice kolem diago-
naly jsou stejné pod diagonalou i nad diagonalou. Piikladem mize byt matice

1 2 4i
S=12 i -1]. (3.188)
4 -1 5

U symetrickych matic postaci zadat prvky na diagondle a prvky nad diagonalou (jsou
oznaceny plnymi kolecky). Ostatni prvky snadno dopocteme:

(3.189)

—_
L]
~
7 N\
o [ ]
L] [ ]
N
o
L]
L]
[e] o
o [ ]
L] [ ]
L] [ ]

(o) o ] [ )

V jedné dimenzi existuje u symetrickych matic jediny nezavisly prvek, ve dvou dimen-
zich tfi prvky, ve tfech Sest prvkil a ve ctyfech deset. Gravitacni pole je v obecné relati-
vité popsano symetrickou matici 4x4 (tzv. metrickymi koeficienty, které popisuji zakii-
veni ¢asoprostoru), proto je obecna relativita zalozena na deseti parcialnich diferencial-
nich rovnicich pro tyto koeficienty. Druhou skupinou jsou antisymetrické matice, je-
jichz prvky spliuji relaci

Antisymetrickd matice ma na diagonale nuly, napfiklad pro prvek A4,, pii vyméné in-

dext plati
A22 =_A22 = 2A22 =O = A22 =0 (3191)

Prikladem antisymetrické matice miize byt
0 i 5
A=-1 0 -1]| (3.192)
=5 +1 0
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U antisymetrické matice postaci zadat jen prvky nad diagondlou a celd matice je urcena:

O o e @

0O o e
0) 0 e 0 ° 0 e (3.193)
. N D _ .
(’ o 0) ’ o o (O e
o o 0
o o o 0

V jedné dimenzi nema antisymetricka matice zadny nezavisly prvek, ve dvou dimenzich
jeden jediny, ve tfech dimenzich tii a ve ¢tyfech dimenzich existuje 6 nezavislych
prvku. Elektromagnetické pole je v Casoprostoru popsano tenzorem elektromagnetic-
kého pole (1.246), antisymetrickou matici 4x4, proto pfi popisu elektromagnetického
pole potiebujeme Sest velicin — tii slozky elektrického pole a tii slozky magnetického
pole.

Pokud secteme souciny vSech odpovidajicich si prvka antisymetrické a symetrické
matice (stejného tvaru), vzdy dostaneme nulu:

> AkISkl :O. (3194)

V zépise je pouzita sumacni konvence, tj. scitd se pfes obé dvojice indext £, /. Pokud
rozepiSeme vsSechny scitance, bude vzdy jeden kladny a jeden zaporny a navzijem se
vyrusi. V souctu bude naptiklad ¢len A,5S5s, ale 1 A45,Ssy, ktery ma diky antisymetrii
matice A opacné znaménko. Obecny ditkaz lze provést prejmenovanim indexu, vyuzi-
tim symetrie a dal§im pfejmenovanim indexu:

AkISkl = AopSOp = _ApOSpo = _Alekl' (3195)

Prec¢teme-li si zacatek a konec, vidime, ze

Ak/Skl :_Ak/Skl = 2Alekl =0 = Alek/ =0. (3196)
Pokud mame obecnou matici, kterd nejevi ani symetrii, ani antisymetrii, vzdy ji mu-
zeme rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast takto:

1 1
> Mg == (Mg + My )+ (Mg~ My ). (3.197)

Prvni ¢ast vyrazu je zjevné symetrickou matici, druha antisymetrickou matici. Kazdou
matici Ize proto rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast. Piedpokladejme nyni,
ze matice vznikla jako tenzorovy soucin dvou vektort:

My = fig& - (3.198)

Rozklad na symetrickou a antisymetrickou ¢ast nyni bude
1 1
My :E(fkgl+flgk)+5(fkgl_flgk)- (3.199)
Antisymetrické vyrazy v druhé kulaté zavorce, napiiklad f; g5 — f5 g2 jsou ve skutecnosti

slozkami vektorového soucinu. K velmi uzite¢nym symetrickym maticim patii Kronec-
kerovo delta a k antisymetrickym maticim Leviho-Civitiv symbol:

0; k=l
> Sy =1 ’ 3.200
Y {1; k=1. (3:200)
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Exim = ~E€lkm
> Erm = ~Emikc > 13 = L (3201)
Exim = ~Ekmi .

Kroneckerovo delta jsou prvky jednotkové matice. M4 na diagonale jednicky a mimo

diagonalu nuly. Leviho-Civitiv symbol vypada slozitéji, ale neni tomu tak. Jde o totalné
antisymetricky tenzor ve vSech dvojicich indext. Tedy zaména libovolnych dvou in-
dexii vede na zménu znaménka. Takovy symbol ma jeden jediny nezavisly prvek
a vSechny ostatni lze dopocist. Za tento nezavisly prvek se voli g,3 = 1. Jakékoli prvky
Leviho-Civitova symbolu s dvéma stejnymi indexy jsou nulové (to je dano antisymet-
rii), naptiklad

El1p =& = Expp = &3 = =0. (3.202)
Nenulové prvky musi mit vSechny tfi indexy rizné a lze je dopocist z €3, naptiklad:
&3 =1,

&3 =—€3="1, (3.203)
E31p = —E13p = +Ep3 =+
atd.

Hodnoty Leviho-Civitova symbolu tedy jsou pouze 0, +1, nebo —1.

Vektorovy soucin

Vektorovy soucin dvou vektorti f, g budeme znacit h=fxg nebo h= [f, g] nebo
h = [f| g]. Jeho slozky jsou definovany vztahy:
h=/8-8,:
> hy=f381— /185 » (3.204)
hy=f18-/281-
Na prvni pohled vypada tato definice moznad pon€kud désive, ale ve skutecnosti je
jednoducha. Staci si zapamatovat vztah pro prvni slozku. Po jednicce na levé strané
jdou indexy dva a tii na pravé strané (minus obracen¢). Pokud si zapamatujete tento

vztah, mate vyhrano. VS$e ostatni dostanete cyklickou zaménou: po jedni¢ce jde dvojka,
po dvojce trojka a po trojce zase jedni¢ka. Nebo po indexu x jde y, poté z a po ném x:

1/\ X
L y
34/ ZA/
Obr. 3.18: Cyklicka zdména

Vysledkem je trojice Cisel, ktera ma podobné vlastnosti vektorim. Nékdy tomuto tGtvaru
fikame pseudovektor.
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¢ Piiklad 3.14
Zadani: Naleznéte vektorovy soucin vektort f= (1, 2, 3), g= (4, 5, 6).
Reseni: Vyjdeme piimo z definice:

fxg=(frg3- 138 1811183 [182-/281)=

=(2:6-3-5,3-4-1.6,1-5-2-4)=(=3,6,-3).

Pocitani vektorového soucinu pres determinant

Vektorovy soucin je mozné pocitat za pomoci rozvoje nasledujiciho determinantu podle
prvniho fadku:

e e e
fxg=det| /i f, f3|=
81 82 83
=e|(f28—f38) e () +e ()= (3.205)

=g -8 Le—/18, [182-/81)-

Definice vektorového soucinu pres Leviho-Civitiv symbol

V teoretické fyzice se vétSinou pouziva definice vektorového soucinu za pomoci Levi-
ho-Civitova symbolu (s touto definici se snadno odvozuji rizné vektorové identity):

> e = € f18m (3.206)

Prvni index (k) je volny a vyskytuje se na obou strandch rovnosti. Indexy / a m jsou
sCitaci. Spoctéme naptiklad prvni slozku:

hl = gllmf}gm .

Vzhledem k vlastnostem Leviho-Civitova symbolu budou z celého souctu nenulové jen
ty s¢itance, v nichz se zadné indexy neopakuji, tedy

hy = €123 /283 +E132./382 = 1283~ /382 -

Obdobné bychom pocitali dalsi slozky.

Transformacni vlastnosti vektorového soucinu

Uz z definice (3.204) je patrné, ze se vysledek vektorového soucinu netransformuje jako
vektory, ale jako souciny slozek dvou vektord. Jednotlivé ¢asti vektorového soucinu
h = fxg jsou prvky matice

0 fi& —hHhe&  fi& -8
hi = & — 18 =| /81— /1€ 0 8- 38 |, (3.207)
fr&—hg& 38— /283 0
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0 +h —h
+hy —h, 0

Vektorovy soucin se nebude transformovat jako vektory, ale jeho slozky se budou
transformovat jakou souciny slozek vektort, tedy jako tenzor druhého tadu:

Je =4uti;
My = Ao Al 108 -

Vektorovy soucin je tedy antisymetricky tenzor (3.207) druhého fadu. Jeho matice ma
tfi nezavislé slozky, které 1ze poskladat jako uspotadanou trojici, které fikdme pseudo-
vektor. To, ze nejde o vektor, snadno uvidime na prostorové inverzi soutadnicové sou-
stavy (nova soustava bude mit osy —x, —y, —z). Pii této transformaci ptejde f— —f,
g — —g, ale vysledek vektorového soucinu h =fxg se nezméni, tedy ma zcela jiné
transformaéni vlastnosti nez vektory.

Vyznam vektorového soucinu
Naleznéme nyni vyznam v sou¢inu. K tomu pouzijeme stejnou soufadnicovou soustavu,

jako tomu bylo u skalarniho soucinu, tj. vektory budou mit slozky (3.160). Pro vekto-
rovy soucin potom podle definice vyjde

fxg=(0,0, fgsine) (3.210)

Vektorovy soucin ma slozku jen v ose z, tedy mifi kolmo na oba ptivodni vektory. Jeho
velikost je rovna fg sin a, tj. ploSe rovnobézniku ,,natazeného na oba vektory.

s S=fgsina

Obr. 3.19: Vektorovy soucin a plocha rovnobézniku

Pravidlo vyvrtky: Prilozime-li vyvrtku na vino hrotem do priseciku vektorii a otocime
s ni od prvniho k druhému, bude se vyvrtka pohybovat ve smeru vektorového soucinu.
Pomoci tohoto pravidla miizeme snadno urcit, ktery ze dvou moznych kolmych smérii je
ten spravny.

A k ¢emu je vektorovy sou¢in dobry? Pomoci vektorového souéinu snadno nalezneme
kolmici ke dvéma vektoriim. Vektorovy soucin je také uziteCny k vypoctu plochy rov-
nobézniku. Ve fyzice pouzijeme vektorovy soucin k popisu momentu hybnosti télesa,
momentu sily nebo pfi pohybu elektricky nabité Castice v magnetickém poli.

¢ Priklad 3.15
Zadani: Naleznéte plochu rovnobézniku natazeného na vektory f= (1, 2, 3), g=(4, 5, 6).

Reseni: Z piedchoziho piikladu vime, Ze vektorovy souéin téchto vektord je (=3, 6, -3).
Velikost tohoto vektoru (hledana plocha) je (9+36+9)", tj. p¥iblizng 7,35. >
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— Vektorovy soucin je dan vztahem f Xg = (f, 23— 5 22, £ 21— /1 23,./1 &= 1> &1)-

— Vektorovy soucin miizeme zapsat také jako (f*g)x = ekim fi gm.

— Vektorovy soucin mizete pocitat s pomoci determinantti.

— Vektorovy soucin je kolmy na oba vektory f, g.

— Velikost vektorového soucinu je plocha ¢tyfuhelniku natazeného na vektory f, g.
— Pomoci vektorového soucinu miizeme snadno vytvaret kolmice.

— Vektorovy soucin je antisymetricky tenzor druhého fadu.

— Vysledek vektorového souc¢inu nazyvame pseudovektor.

3.3.4 Vektorové identity

Pfi popisu fyzikalnich zakonitosti se Casto pouzivaji nejriznéjsi vektorové identity.
Snadno je odvodime, pokud budeme védét, ze mezi slozkami Leviho-Civitova tenzoru
a Kroneckerova symbolu plati jednoduchy vztah:

o,

> gklmgkop = 5105 mo *

o — Ol (3.211)

Tento klicovy vztah lze nejsnadnéji odvodit pfimym ovéfenim (nalevo i napravo jsou
soucty slozené z nul, jednicek a minus jednicek. Existuji ale i sofistikovanéjsi odvozeni,
napiiklad pfes symetrie nebo z vlastnosti ortogonalnich transformaci. Pokud ma ¢tenar
zajem, muze si proCist odvozeni této identity na zaklad€ ortonormalnich transformaci.
Uvazujme ortonormalni transformaci (fadky matice jsou tvofeny jednotkovymi navza-
jem kolmymi vektory)

Je=ant- (3.212)

Leviho-Civitiv symbol miizeme nyni napsat za pomoci koeficientd této transformace
Qe Q1 Ay

Egm =det| ayp  ay  ay, | (3.213)
B A3 By

Zkontrolujte si, ze takto zapsany Leviho-Civitiv tenzor ma vSechny své vlastnosti.
Pokud jsou libovolné dva indexy stejné, ma determinant dva sloupce shodné a je nu-
lovy. Pokud dva sloupce pfehodime, zméni se znaménko determinantu (odpovida to
zaméné dvou indext), tj. Leviho-Civitliv tenzor je totaln€ antisymetricky. Nyni vyuzi-
jeme postupné: 1) determinant transponované matice se nezméni; 2) soucin dvou deter-
minanti je roven determinantu ze souc¢inu matic; 3) transformace je ortogonalni:

e ay A o hp Yig
gklmgopq = det Ay dyp Aoy det A0 a2p a2q =
G d3 A3y a, a3, a3,
Q. Ay Ay o dp iy
=det| a; ay ay |det|ay, a3, ay, =
Ym DOm DB as, a3p a3q
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5]{0 §kp 5kq
—det| 5, 6,
5m0 5mp 5mq

Nyni je odvozeni uz pfimocaré determinant rozvineme napftiklad podle prvniho fadku
a ve vysledku ztotoznime prvni dva indexy:

5]{0 (51175 5lq§mp )_ §kp (é}ogmq - é}qé‘mo ) + 5kq (é‘loé‘mp - é}pdna ) =
gklmgkpq = 5kk (é‘lpamq _é‘lqamp ) _Jkp (é'lké‘ _é‘lqamk ) + 5kq (é‘lkamp _51175mk) =
= 3é‘lp5mq _35lq5mp - 5kp5lk5 + é‘kpé‘lqé‘ + 5kq§lk5mp - é‘kqé‘lpé‘mk =

mq
=388y =38, Gg + Oyl + Oty = OOy =

mp 5[1) mq

= é‘lpé‘ _6/ §mp

mq q

Ekim€ opq

Tim je odvozeni hledaného vztahu ukonceno.

Priklady vektorovych identit

Nékteré dulezité vektorové identity nyni odvodime jako jednoduché piiklady, v zavéru
je shrneme do ptehledné tabulky (3D vektory zde budeme znacit standardné A, B, C...)

¢ Piiklad 3.16: div grad f

o f
axk axk

divgrad f =V-(V ) =0,(9,)f = =Af.

Pti vypoctu vysel soucet druhych derivaci, coz je Laplacetiv operator.
¢ Priklad 3.17: rot grad /
[I'Ot gradf]k = [VX(V f)]k = gklmal (amf) = gklmazlmf =0.

Predposledni vyraz je zizenim antisymetrické a symetrické matice v indexech /, m. Pod-

le vztahu (3.194) musi vyjit nula.
>

¢ Piiklad 3.18: Ax(BxC)

[AX(BXC)], = &4 4/ (BXC),, = Egy A€ B,C

mopBPoLp = mklgmopAlBon‘

V poslednim vyrazu jsme index m v prvnim Leviho-Civitové tenzoru nadvakrat piesu-
nuli dopiedu (pokazdé se zménilo znaménko), abychom mohli vyuzit vétu (3.211):

[AXBXC)], = (6,8} = 8,0 ) 41B,Cy = 4BLCr = 4B,Cy. = By (A-C)=Ci(A-B).

Pti aplikaci Kroneckerova symbolu musime ddsledné dbat na to, aby ve vyrazech vzdy
zustal index k, ktery je na levé strané rovnosti (tzv. volny index). Vektorové muzZeme
nyni napsat velmi znamé ,,bac cab* pravidlo:

AX(BxC)=B(A-C)-C(A-B). )
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¢ Piiklad 3.19: div (AxB)
div(AXB)=V-(AxB)=09,(AXB), =
=0y Eim (A Byy) = €4 (04 A)) B,y + €43y A1 (04 By) =
=B, €ty (0 A1) = 41€14y (04 Byy) =
=B, (rotA) -4 (rotB), =B -rotA—A rotB.

m
Ve vyrazu jsme provedli derivaci soucinu a poté vhodné piestéhovali index m tak, aby
bylo mozné napsat skalarni souciny vektoru s rotaci. Odvozeny vyraz je uzitecny napfi-
klad pti ziskavani zakona zachovani energie z Maxwellovych rovnic.

]
¢ Priklad 3.20: rot rot A
[rotrotA]k = [VX(VXA)]k =&yn9;(VXA), =
= EmO1Emop9oAp = EmiiEmop919,4, =
= (8106 = 8y 010 ) 0194, = 9,0y 4 0,0, 4 = 0,0, 4, —9,0; 4y =
=0, divA—-A4, =
rotrot A =graddivA—-AA.
]

Obdobné mizeme odvozovat i dal$i uzitecné identity, odvozeni jsou si podobna jako
vejce vejci. U této epsilon-delta gymnastiky musime dodrzovat nékterd zékladni pravi-
dla a Gpravy jsou pak uz automatické: nikdy nesmime na jedné strané rovnosti piejme-
novat volny index, naopak vazané (sCitaci) indexy mizeme pirejmenovavat jakkoli se
nam to hodi. Kroneckeriiv vyraz znamena, Ze nasledujici indexy, které obsahuje, jsou si
rovny (jinak je nulovy). Uved'me si odvozené identity v pfehledné tabulce:

> Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B), (3.214)
> (AXB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C), (3.215)
> divrotA =0, (3.216)
> rotgrad f =0, (3.217)
> rotrot A = graddivA—AA, (3.218)
> rot(AXB)=(B-V)A—(A-V)B+A-divB-B-divA, (3.219)
> div(AXB)=B-rotA—A -rotB, (3.220)
> divgrad f =Af, (3.221)
> AXTot A =V(A2/2)—(A~V)A, (3.222)
> or/ox;, = x;/r, (3.223)
> EkimErop = O1oOmp ~ OpOmo - (3.224)
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3.3.5 Lieova algebra

Lineérni vektorovy prostor s operacemi skladani a natahovani vektor nazveme Lieovou
algebrou, je-li v ném navic definovana jest¢ jedna operace [ , |:

oznaceni odkud kam nazev Zapis

u VXV— ¢ s¢itani (skladani) vektort h=f+g
VXR(C) > V nasobeni vektoru skalarem g=of

[.] VXYV — 1V Lieova operace h=[f, g]

s vlastnostmi:

1) [f,g]=—[g.f] antisymetrie (3.225)
2) [f +g,h]=[f,h]+[g,h] linearita (3.226)
3) [of,g] = off . g] linearita (3.227)
4) [f.[g.h]]+[g.[h,£]]+[h,[f,g]] = O Bianciho identita (3.228)

Jde o dalsi zobrazeni, pii kterém dvojici vektort prifadime vektor. V pfipadé vektoro-
vého soucinu ma ale tento ,,vektor” ponékud jiné transformacni vlastnosti nez b&zné
vektory. Z linearity v prvnim argumentu a antisymetrie plyne okamzité linearita ve dru-
hém argumentu. Posledni relace vznikne cyklickou zaménou z prvniho ¢lenu. Tti typic-
ké priklady Lieovych algeber jsou:

¢ Priklad 3.21: Vektorovy soudin uspoiadanych trojic
fE(f]afZ’fé)’ g:(gl’gZ’g3); f;aglEC(R) ae C(R)

+ ¢ f+g=(fiteL,a+82./3183),
a-f=(af,af,,af;),
[.,] : [f,gl=fxg.

Za Lieovu algebru na uspofadanych trojicich poslouzi vektorovy soucin. Ovéite, ze vek-
torovy soucin spliiuje vSechny vlastnosti Lieovy algebry (3.225) az (3.228). Ukazme
zde jen, ze plati posledni relace:

[f.[2,h]]+[g,[h.£1]+[h,[f,g]] =
=fx(gxh)+gx(hxf)+hx(fxg)=
=g(f-h)—h(f-g)+h(g-f)—f(g-h)+f(h-g)—g(h-f)=0.

Z tohoto ptikladu je patrné, ze Lieova algebra je v jistém smyslu zobecnénim vektoro-
vého souéinu. Podobné vlastnosti, jako ma vektorovy soucin, maji i dalsi struktury.
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¢ Priklad 3.22: Komutator ¢tvercovych matic

Pro konkrétnost budeme uvazovat matice 2x2 a operace skladani, natahovani a Lieovu
operaci budeme definovat podle predpist

aj+ aj, +b
. A+]Bs( 1n+by ap 12}

ay +by axp+by

O!a“ O!alz
a-A= ,
aay; CGay

[,] : [A,B]=AB — BA.

Lieova algebra je definovana za pomoci maticového nasobeni jako tzv. komutator. Je-1i
AB =BA matice komutuji a komutator [ A,B] je roven nule. Ovéite, Ze komutator
splituje vSechny vlastnosti Lieovy algebry (3.225) az (3.228). Opét ukazeme, ze plati
posledni z vlastnosti:

[A.[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]] =

= A(BC-CB)—(BC-CB)A+---= ABC—ACB-BCA*---=0.

¢ Piiklad 3.23: Poissonovy zavorky
Na prostoru realnych funkci realnych proménnych f'(q,p) lze definovat operace

+ f+g=flg,p)+glq,p)
a-f=af(q,p) .,
. _Ydg 9 dg

Opét mizeme snadno ukazat, ze Poissonovy zavorky spliuji vlastnosti Lieovy algebry
(3.225) a7 (3.228).

* % %

Op¢t jsme narazili na to, Ze nezalezi na volb¢ objektl, ale na vlastnostech operaci, které
s nimi vykonavame. To je ve fyzice i v matematice velmi Casté. Vektorovy soucin,
komutator matic a Poissonovy zavorky jsou velmi odli$né operace, pfesto maji spole¢né
vlastnosti a analogické chovani. Pokud linearni vektorovy prostor doplnime o skalarni
soucin, dostaneme unitdrni prostor a v ptipadé uplnosti, kdy kazdd konvergentni po-
sloupnost konverguje k néjakému prvku prostoru, dostaneme Hilbertitv prostor. Pokud
linearni vektorovy prostor doplnime o Lieovu operaci, dostaneme Lieovu algebru. Obé
struktury maji skvélé uplatnéni ve fyzice i v matematice. Bez Hilbertovych prostort si
dnes sotva dokazeme piedstavit kvantovou teorii. A Lieova algebra vektorového sou-
¢inu je zakladem pro popis veskerych rotacnich pohybi, komutatory matic ¢i operatort
maji Siroké uplatnéni v kvantové teorii a Poissonovy zavorky umoziuji hledat ¢asovy
vyvoj proménnych v klasické mechanice.

* % %
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Strukturni koeficienty Lieovy algebry

V linedrnim vektorovém prostoru mizeme jednotlivé prvky psat jako linearni kombi-
nace jinych prvki. Ideélni je zvolit tzv. bazi — maximalni mnozinu nezavislych prvki.
Prvkd baze musi byt ,,akorat”. Je-li prvkti malo, nejde o maximalni poéet nezavislych
vektort, je-1i jich moc, jsou prvky uz nutné zavislé (jeden z nich Ize zapsat jako kombi-
naci ostatnich). Idealni baze je ortonormalni, tj. prvky jsou navzajem kolmé a maji jed-
notkovou velikost. Rozvineme-li prvky prostoru do pfislusné baze, miizeme psat:

[(f.g] =[frer.ge] = frgiler ] (3.229)

K uréeni Liecovy operace postaci znat vysledek operace jen pro prvky baze. Je ziejmé,
ze vysledek operace [eg, e;] je prvek prostoru a mtizeme ho proto opét rozvinout do
baze {e;,}. Koeficienty rozvoje (souradnice) ¢’ budou ale zaviset na tom, pro které dva
prvky baze Lieovu operaci provadime:

ler.e;] = cire, - (3.230)

Veli¢iny c¢f; se nazyvaji strukturni koeficienty Lieovy algebry. Vysledek Lieovy opera-
ce lze nyni zapsat ve tvaru

(f,g] = cl’cnl X Vi€ - (3.231)

Zadanim strukturnich koeficientl je ur¢ena cela Lieova algebra. Z antisymetrie Lieovy
operace (3.225) plyne antisymetrie strukturnich koeficientd

= (3.232)

¢ Piiklad 3.24: Uspoiadané trojice
Na usporadanych trojicich lze zvolit bazi

e] :(1,0,0)7 e2 :(05170)7 e3 :(07031)

Nyni uré¢ime strukturni koeficienty z vektorového soucinu (Lieovy operace), ktery mu-
sime provést pro vSechny kombinace prvka baze:

[e;.ep]=€; Xe; =e5, [er,e5]=e,Xe; =¢, [es.e;]=e3xe; =e,.
Ostatni kombinace jsou nulové. Nenulové strukturni koeficienty tedy jsou

31 2 . 31 2
cr=cpn=c=1 oy =cxp=c¢3=-L 4

€ Ptiklad 3.25: Ctvercové matice

Na komplexnich maticich 2x2 Ize zvolit bazi

1({1 0 1({0 1 1(0 - 11 0
GOZ— 5 G]Z— N 022— . N 032— .
2[0 J 2[1 0] 2(1 o] 2[0 —1]

Matice o je jednotkova matice (az na normovaci konstantu 1/2); oy k=1,2,3 jsou tzv.
Pauliho matice, v kvantové teorii maji vyznam operatoru spinu. Snadno vypocteme
(ovétte!)
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[61,0,] = 6,0, -06,0; = ic3,
[02,03] = 0,05 -030, = ioy,
[05,0;] = 030, —0,05 = i0,,
[6¢,01] = [0y,0,] = [0(,03] = 0.
Jednotkova matice komutuje s kazdou matici. Nenulové strukturni koeficienty jsou
h=c=di=i; G =cp=ch=-. )

* % %

Dalsi vlastnosti nékterych Lieovych algeber

Pro matice (i jiné objekty, u kterych je definovano nasobeni mezi objekty) plati jesté pro
Lieovu algebru komutatorti dalsi diilezité relace:

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, (3.233)
[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C. (3.234)
Dukaz:

A[B.,C] + [A,C]B = A(BC-CB)+(AC-CA)B =
= ABC - ACB + ACB - CAB = ABC - CAB = [AB,C].

Analogicky dok4zeme i druhou relaci. Pomoci téchto vztahti mizeme urcit Lieovu ope-
raci i pro mocniny matic, naptiklad:

[A2B] = [AA,B] = A[A,B] + [A,B]JA.

Podobné 1ze ze znalosti zdkladni operace [A,B] a vztahG (3.233), (3.234) urcit
postupné vysledek komutaéni relace libovolnych mocnin matic [ A, B'].

3.3.6 Tenzory a metrika

Predpokladejme, Ze mame linearni vektorovy prostor opatieny bazi {e;}. Vektor A mi-
zeme v této bazi rozvinout do vyrazu

N
A=Y dbe, = Ave; (3.235)
k=1

Cisla Ak nazyvame slozky (soufadnice, koeficienty rozvoje) vektoru, objekty ey prvky
baze. Rizna poloha indexi naznacuje, Ze se slozky vektort transformuji jinak nez prvky
baze. Nadale budeme vyuzivat sumacni konvenci, ale s¢itani bude vzdy probihat pies
jeden index dolni (transformuje se jako prvky béaze) a jeden index horni (transformuje se
jako slozky vektori). Pies dvojici stejného horniho a dolniho indexu se automaticky
s¢ita, jde o tzv. némé indexy. Poloha volnych indext (pies které se nesé¢itd) musi zlstat
na obou stranach rovnosti vzdy stejna. Prejdéme od jedné baze k néjaké jiné, vinkované
bazi:

{ex} — {€;}. (3.236)



3.3 Vektory a tenzory 291

Vektor A je objekt, jehoz vyjadireni nemlze zaviset na volbé baze, tj. musi platit
A=k, = 4ke, . (3.237)
Slozky vektord se mezi dvéma bazemi budou transformovat za pomoci né¢jaké matice S:
Ak =gk 4" (3.238)

Vsimnéte si, Ze se s¢ita pres némy index / (jeden je nahote a druhy dole). Volny index &
je na obou stranach rovnosti nahofe. I u matic tak musime rozliSovat horni a dolni in-
dexy. Transformacni matici prvkl baze ozna¢me U:

& =Ule . (3.239)

Vyzkousejte si, ze jde o jedinou moznost, pii které se scita pres jeden horni a jeden
dolni index, volny index & ma stejnou polohu na obou stranach rovnosti a transformacni
matice U ma stejné jako matice S prvni index nahofe a druhy dole. Zjistéme nyni, jaky
je vztah mezi obéma transforma¢nimi maticemi S a U. Vyjdéme z vyjadfeni vektoru A
v nové bazi (3.239):

A=d%e =sk A Ute, =U" S e, .
Je ziejmé, ze v nové bazi musi byt vysledek A’e; nebo A”e;,, cheete-li. Toho lze ale do-
sahnout jedinym zptisobem: v poslednim vyrazu musi platit
u", sk =", (3.240)
kde jsme ozna¢ili d #; Kroneckerovo delta. V maticovém zapise tato podminka fika, Ze
U-S=1. (3.241)

Je ziejmé, Ze matice U a S jsou navzajem inverzni. To je patrné jiz pfimo z rozkladu
vektoru A (3.237) do obou bazi. Ma-li byt vysledek stejny, musi se slozky vektorti
(horni indexy) transformovat ,,opacné* nez prvky béaze (dolni indexy). Jediné tak daji
kombinace (3.237) vysledek nezavisly na volbé baze (vektor A). Horni indexy budeme
nazyvat kontravariantni. Tyto indexy se transformuji stejné jako slozky vektoru, tj.
pomoci transformacni matice S. Dolni indexy budeme nazyvat kovariantni. Tyto indexy
se transformuji stejné jako prvky baze, tj. pomoci transformacni matice U. Indexii mtze
byt i vice, naptiklad ze slozek dvou vektori miizeme sestavit vyraz

™ =ap; M =5k 17, (3.242)

ktery se musi transformovat jako soucin slozek vektort. Za pomoci 7% ,miZeme vytvo-
fit opét objekt nezavisly na soufadnicové soustave, tzv. tenzor druhého fadu:

T=Tte, ®¢. (3.243)

Dvojsipkou n¢kdy znacime objekt, jehoz slozky maji dva indexy. Symbol e; ® e; nazy-
vame tenzorovy (diadicky) soucin, jde o uspofadanou dvojici prvkl baze. Vyraz A ® B
tak chapeme jako objekt se slozkami, které tvoii matici AKB!:

> A®B=4"Ble, ®¢; . (3.244)
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Skalarni soucin, zvy$ovani a sniZovani indext

Predpokladejme, Ze je na naSem linearnim vektorovém prostoru definovéan skalarni
soucin dvou vektord A-B, ktery spliiuje zakladni vlastnosti skalarniho sou¢inu. Rozvi-
neme-li oba vektory do baze, ziskame

A-B=4"B e, ¢, =gy 4" B, (3.245)

kde jsme oznadili
Sk =€ € (3.246)

tzv. metrické koeficienty (metriku). Vidime, ze vysledek skalarniho soucinu dvou libo-
volnych vektori mtizeme urcit, pokud zname metrické koeficienty, tj. vysledek skalar-
nich soucint vSech prvkil baze mezi sebou.

Oznac¢me inverzni matici k metrice

-1
gkl E<gkl) ; gklglm = 5km : (3.247)

Zaved’'me nyni pomocné (duélni) objekty
ek =gtle); 4 =gyd. (3.248)

Nejde o skuteéné prvky baze ani o skute¢né komponenty vektoru, ale o formalni line-
arni kombinace dané metrikou. Vzdy plati, Ze index nahofe znamena transformaci po-
moci stejné matice, jakou se transformuji slozky vektorti, a index dole znamena trans-
formaci pomoci stejné matice, jakou se transformuji prvky baze. Za pomoci metriky tak
mizeme indexy libovolné snizovat nebo zvySovat, staci jen dodrzet pravidlo, Ze s¢itame
pres jeden horni a jeden dolni index (to zajisti invarianci sou¢tu vzhledem k transfor-
maci baze). Volné indexy zachovavaji vzdy svou polohu. Uved’'me piiklad:

glOTklm — Tkom ]
Prostiedni index jsme snizili za pomoci metriky. Skalarni sou¢in nyni mizeme zapsat
nékolika zplsoby:
A-B= gklAkBl = AkBk .
kde jsme druhy index snizili za pomoci metriky. Mohli jsme ale také snizit prvni index:
A-B=g, 4B = 4B' = 4, B
Plati tedy
> A-B=g, 4B = 4*B, = 4, B* . (3.249)

Kontravariantni (horni) slozka je skute¢nou slozkou vektoru, kovariantni (dolni) v sob¢
obsahuje metriku. Definici inverzni metriky (3.247) mtizeme chapat také jako snizovani
¢i zvySovani indext:
ki k
£ 8m=0m;
Y " k’” = gF (3.250)
g8 8m=8 m>

Metrika a Kroneckerovo delta jsou tak jedinym objektem. Pokud jsou oba indexy dole,
jde o metrické koeficienty. Pokud jsou oba indexy nahofe, jde o inverzni matici
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k metrickym koeficientim a pokud jsou indexy smiSené, jde o Kroneckerovo delta, tedy
prvky jednotkové matice. Metrika tak neni nic jiného nez jednotkova matice s patficné
posunutymi indexy. Za pomoci tenzorového zapisu mizeme psat

1=§k1ek ®el =gklek ®el =gk1ek ®el. (3251)

Ctyivektory, Minkowského metrika

Ve specialni relativité nazyvame kazdou ctverici veliCin, jez se transformuje Lorentzo-
vou transformaci, ¢tyfvektor. K zakladnim ctveticim patii udalost (Casova a prostorova
soufadnice udalosti), ¢tyrhybnost (energie a hybnost), vinovy ctyfvektor (Ghlova frek-
vence a vlnovy vektor), ctyrpotencial elektromagnetického pole (skalarni a vektorovy
potencial), ctyitok (zdrojové Cleny Maxwellovych rovnic — hustota a tok naboje) nebo
Ctyfgradient. V soustavé SI musime zajistit, aby vSechny 4 slozky mély stejny rozmer.
To mizeme ucinit nejjednoduseji vynasobenim nebo vydélenim ¢asové slozky univer-
zalni konstantou c¢ (rychlosti svétla ve vakuu):

o ct) p# E/c . oH = wlc .
X 2 p 2 k 2
gl . pc d/dct

A* = ; “ ; d, = .
WIS (S

A
Poznamka 1: Reckymi indexy budeme znaéit zasadné jen &tyivektory (index 0 od-
povida ¢asové Casti, indexy 1, 2, 3 prostorové ¢asti).

(3.252)

Poznamka 2: U ctyfgradientu jde o kovariantni (dolni) index, protoze

__ 9
B axk’

tedy skutecné slozky vektorti jsou ve jmenovateli, pokud zapisujeme index v Cita-
teli, musi mit opacnou polohu, nebot’ se transformacni matice zméni na inverzni!

Poznamka 3: Metrika ve specialni relativit¢ se nazyva Minkowského metrika. Je
diagonalni a v casové casti ma minus. Totéz plati i pro inverzni matici (metriku
s hornimi indexy). Metrika se smiSenymi indexy je jednotkova matice, tj. jeji prv-
ky jsou Kroneckerovo delta:

-1 0 0 0 -1 0 0 0
o = 0 +1 0 0| Y = 0 +1 0 0]
o 0 +1 0 0 0 +1 o0/
0 0 0 +1 0 0 0 +1
> (3.253)
41 0 0 0 41 0 0 0
o = 0 +1 0 0 o = 0 +1 0 0
1o 0 +1 0] “ 0 0 +1 0
0 0 0 +1 0 0 0 +1
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ZjednoduSen¢ se Casto Minkowského metrika pise jako gy, = diag(-1, 1, 1, 1), n¢kdy se
oznacuje symbolem #7#v. Za pomoci metriky nyni snadno ur¢ime kovariantni slozky béz-
nych ¢tyfvektort a kontravariantni slozku ctyfgradientu:

(et _(—Elc _ _(~wlc _
x[[[: X 5 py= p ) kﬂ= k 5
—@lc i —p —d/dct

A, = : = : “ = .
”(A]’ J”(j}’ I [a/ax

Jako ukazku préce s indexy naleznéme nékteré typické skalarni souciny, zaénéme s vl-
novym vektorem a udalosti:

(3.254)

keox =k, =k (—xp) +k'x +kPxy + By =—or +k - x

nalevo je sougin &tyivektord, posledni &len napravo je bézny souéin v R’. Obdobné uréi-
me vysledky dalsich ukazek

ds? = dx,dr# =—c?de? +de® +dy” +dz” ;
jA=jy At ==pg A

%—’:+divj=0 e 9,//=0;
of=0 & 0,0//=0.

Casto se pouziva zkraceny zapis, pii kterém se derivace piSe za ¢arku. Indexy pred ¢ar-
kou jsou skute¢nymi indexy, indexy za ¢arkou jsou derivacemi:

Jde vlastné o nejuspornéjsi zapis derivace viibec, ze kterého je ziejmé na prvni pohled,
jak se derivace transformuje. Uved'me dalsi ptiklady:

0 _dp=gt
axﬂ ’
dg
-, = P=@ ;5
ok H y%
0°T%
IB — Vot _ O 14
— P _9,0" 1% =T :
axkax, u B B.u

Of=0,0"f=/,".

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.4 Diracova symbolika a operatory
v kvantové teorii

vvvvvv

teorii. Veskeré uvahy jsou z divodu jednoduchosti provedeny pro piipad, kdy vlastni
Cisla operatord jsou navzajem rizna a tvoii spocetnou mnozinu. Obecnéjsi pfipady vi-
cenasobnych vlastnich Cisel a spojitého spektra jsou v tomto textu diskutovany jen
okrajové. V kapitole 3.3.1 jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéjsi objekty, nez jsou
usporadané trojice a zavedli linearni vektorovy prostor. V kapitole 3.3.2 jsme k operaci
natahovani a skladani vektord ptidali skalarni soucin a zavedli unitarni prostor jako
prototyp prostortt se skalarnim soucinem. V této kapitole budeme disledné pouzivat
Diracovu symboliku, kterou zavedl Paul Adrien Maurice Dirac pro kvantovou teorii.
Prvky linedrnich vektorovych prostorti jsou znaceny symboly |f), |x ), | a) a skalarni
souciny (f|g), (x|y),(a|b)atd.

3.4.1 Hilbertovy prostory

Pripomenime si konstrukce nékterych prostord se skalarnim soucinem, které jsme za-
vedli v kapitole 3.3.2:

& (flg) = fig + fr&2 + f383: e 8reR, k=1,2,3 (3.255)
N

v ofle) = Y frers fi 8k €C k=1,..N (3.256)
k=1

[ (flg) = Y fraw i gih o €C (3.257)
k=1
e *

2 (flg) = [ f@el)dr; (), g(x): R = C (3.258)

V prostorech v (2, respektive £2 je tieba zahrnout jen prvky s || f|| < oo, tj. poZadujeme,
aby posloupnosti byly séitatelné s kvadratem a funkce integrovatelné s kvadratem. Uni-
tarni prostory umoznuji zjistit velikost prvku, najit thly mezi prvky, provést projekci
prvku do néjakého sméru, rozvijet prvky do riiznych bazi atd. Pokud ale nalezneme
posloupnost prvki, kterd v unitarnim prostoru v néjakém smyslu konverguje, muze se
stat, ze limita této posloupnosti nebude soucasti unitarniho prostoru. Nejjednodussim
prikladem je otevieny interval (0, 1), pro jehoz prvky (Cisla z tohoto intervalu) mizZeme
opatfit operacemi natahovéni, skladani a skalarniho sou¢inu v prostoru ®" pro N=1.
Posloupnost prvkl | f; ) = 1/k evidentné pro k — oo konverguje k nule, kterd ale neni
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soucasti nami zavedeného unitarniho prostoru. Pokud bychom vzali uzavieny interval,
této potizi se vyhneme. Proto se namisto unitarnich prostort spise pouzivaji Hilbertovy
prostory.

Hilbertitv prostor je iiplny unitdrni prostor. Uplnost znamena, Ze jakakoli posloup-
nost konvergujici v néjakém smyslu vzdy konverguje k prvku, ktery je soucasti tohoto
prostoru. Zjednodusené feceno jde o prostory, které obsahuji svou hranici, tj. hranice je
jejich soucasti. Separabilnim Hilbertovym prostorem nazyvame Hilbertiv prostor se
spocetnou bazi.

Poznamka 1: Ptidanim operace [, ] z linearniho vektorového prostoru ziskame
Lieovu algebru, ptidanim operace { | ) ziskame unitarni prostor.

Poznamka 2: Symbolika zapisu pochédzi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také bra-
ketova symbolika nebo brakety (z anglického bracket = zavorka).

(|]) ,braket
(| ,»ora“ (Ize pfesné definovat, naznacena operace skalarniho soucinu);

| ) Hket (vektor z 7).

Poznamka 3: Pro komplexni N-tice lze interpretovat | f) jako sloupcovou matici,
( £ jako transponovanou komplexné sdruzenou matici:

h
=[5 l=(A - f)
S
Potom je skalarni soucin
&1
(fFley = (A - W) i |= fim
&N

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez N-tice neni pro
nase ucely tfeba jednotlivé casti skaldrniho soucinu ( f | g ) néjak interpretovat.

Poznamka 4: Pro 7 Ize chapat
i
(= [ @) - d

jako naznacenou operaci skalarniho soucinu. Je jen tfeba doplnit patficnou funkci,
na kterou operace pusobi. Podobna situace je u derivovani, napiSeme-li jen d/dx.

Poznamka 5: Diracova symbolika mimoradné zjednodusila vétSinu zapist v kvan-
tové teorii. Matematikové k ni z pocatku byli nedtveétivi, nicméné ji po uréité dobé
akceptovali. Dnes si nedokazeme zapis déju probihajicich v mikrosvété bez této
symboliky pfedstavit. Zejména zapisy projekcnich operatord, véty o Gplnosti nebo
vety o spektralnim rozvoji by bez této symboliky byly mimoiadné neprehledné
a kostrbaté.
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Paprsek
Necht' 71 je Hilbertiv prostor a |f ) jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na |f )
nazveme mnozinu prvkd {|g); |g)=a|f); o e C\{0}, |f),|g)e H}.

| )

Obr. 3.20: Paprsek

3.4.2 Operatory

Operatorem rozumime zobrazeni A o9 , které prvku |f ) prostoru ¥ pfifazuje

prvek |g) tohoto prostoru:
Alf)=[g).
V platnosti zstava bézné ndzvoslovi (vzor, obraz, definicni obor, obor hodnot...).

¢ Priklad 3.26: Prostor ®3

Operatorem na ®3 muze byt libovolna matice 3x3, napiiklad

100 1
A=(0o0 1|; |[f)=]2 =
01 1 1
1 0) (1 1
Af)=10 1|{2|=]1|=g), obecnd
01 1)1 3
0) (A h
Alf) = L fal=| A |
1)\ f3 H+/

¢ Priklad 3.27: Prostor £2 (— oo, o)

Za typicky operator na prostoru funkci miizeme povazovat derivaci funkce. Vzdy musi-
me ale vybirat funkce integrovatelné s kvadratem a zkontrolovat, zda si i po derivovani
tuto vlastnost ponechaly:

;0 [fy=xe” =

(xe_x)z(l—x)e_x=|g>. )
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Jednotkovy operator
Jednotkovy operator je definovan predpisem

> Uf) = |f). (3.259)
Pro N-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice s jednotkami na diagonale

(jednotkova matice) — ovéite!

Kvadrat operatoru

Druhou mocninu operatoru miizeme definovat, je-li obor funkénich hodnot operatoru
podmnozinou jeho defini¢niho oboru, potom lze psat

A2|f>EA(A|f>). (3.260)
4 Priklad 3.28: Druh4 mocnina derivace

Druha mocnina derivace je podle ptedchozi definice druhou derivaci dané funkce:

A 2

D E%; Ify=e" =

A 2 2 2

D2|f) = i(ie‘x J = i(—2xe_x j = (2+4x%)e .
dr | dr dx

Mocnina operatoru

Mocninu operatoru definujeme indukci (pfedpoklddame znalost druhé mocniny a to, ze
obor funk¢nich hodnot je podmnozinou defini¢niho oboru operatoru):

> A"ify = A(A”“ |f>). (3.261)

Funkce operatoru
Necht’ f'(x) je analyticka funkce s Taylorovym rozvojem

> [ = Y k. (3.262)
k=0
Potom mtzeme definovat funkci operatoru predpisem
f(A) = > ¢ Ar. (3.263)
k=0

Rozvoje nekterych dulezitych funkci naleznete v zavéru kapitoly 3.10.5:
¢ Piiklad 3.29: Exponenciala z matice
R 0 —i R
Zadani: Na prostoru (2 je zadan maticovy operator A = ( . 0) . UrCete exp(A) .
i

ReSeni: Nejprve si uréime jednotlivé mocniny zadané matice (jde o jednu z Pauliho
matic, které se vyuzivaji v kvantové teorii jako operatory spinu):
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A2nfl:A, Az”’:‘i’ n=12,....

Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:

A2 A3 A4
exp(A):1+A+A_+A_+A_+...=
2! 3! 4!

=(1+i+i+i+---ji + (1+l+i+L+---jA=
2141 6! 31 5t 7
- A chl —ishl
=ch(D1 + sh() A= .

ishl chl

Takto ziskaji smysl naptiklad i vyrazy typu sin (d/dx) a podobné. Pozdéji se nauc¢ime
funkci operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru, viz vztah (3.296). Jde
o efektivnéjsi zptisob nez je Taylordv rozvoj. >
Inverzni operator

Inverznim operatorem k A nazveme takovy operator A , Ze pro ného plati

> AAT=AT.A=1. (3.264)

K danému operatoru A muze byt nalezeni inverzniho operatoru zna¢né obtizné, nékdy
inverzni operator neexistuje viibec.

SdruZeny operator
Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator At , Ze pro n¢ho plati
> (f|Ag) = (A'f|g). (3.265)

Plisobeni piivodniho operatoru v pravé stran¢ skalarniho souéinu dopadne stejné jako
pusobeni k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho soucinu. Sdruzeny opera-
tor nemusi vzdy existovat.

¢ Piiklad 3.30: Inverzni a sdruZeny operator k matici 2x2
Dokazte, ze k zadané matici maji inverzni a sdruZzeny operator tvar dany vztahy:

S It T el T U
0 1 0 -1 21 -1

Staci dosadit do defini¢nich vztaht (3.264) a (3.265):
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L [1 21)( I _zj [1 OJ .
A-A = e = =1,
0 1 0 -1 0 1
L2y (1 2i_ (10 g
(o —iMo i)_(o J_ ’
Aior={ 1 ) (#)ufr o),
0 1)lg 12y
o Y0H ot
2i -i)\p) \2ifi-if

(f1Ag)=(A fz)'(l. 2j=f1g1+21f182+1f282,

183

(ATf1g)=(A 2iﬁ*+if;)'[glJ:ﬁ*g1 H2figmtifie.

&2

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, piivodni matici
stac¢i komplexné sdruzit a poté transponovat (pieklopit kolem diagonaly), tj.

AT =AY

Uved’me nyni velmi uZzite¢né vztahy pro vypocet inverzniho a sdruzeného operatoru pro
soucin dvou operatoru:

(AB)'=B'A"!, (3.266)
(AB)" =BTAT. (3.267)
Jejich dikaz je trivialni pfimo z definice inverzniho a sdruzeného operatoru:
(A é)_l .AB=1 / B! zprava ,
(A é)_l .A=B" / A7 zprava ,

(AB)'=BTA"!.
Analogicky postupujeme i pro sdruzeny operator:

((AB)'f|g)=(f|ABg)=(Af|Bg)=(B'ATf|g).

Komutativita operatort

Pro operatory je obecné AB = BA. Rikame, Ze operatory nekomutuji. Miru nekomu-
tativnosti miizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru

> [A.B]=AB-BA. (3.268)
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Je-li komutétor operatori A é nulovy, operétory komutuji je li rizny od nuly neko—

vvvvvv

mutatoru (zkuste je dokézat)

[vs

) [AB]=-[B,A],

2) [A+B,C] =[A,C]+[B.,C],

3) [a-AB]=«a[AB],

4) [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C.[A B]] =

To jsou ale pravé defini¢ni vlastnosti Lieovy algebry (3.225) az (3.228). Komutatory
tvori Lieovu algebru na prostoru operatort.

¢ Piiklad 3.31: Komuta¢ni relace [d/dx, x]
M¢jme na £2 dva operatory: D=d/dr a X=x , napriklad na prvek |x5 ) pusobi takto

ﬁlx5>:ix5:5x4, X|x5> :X'X5:X6.
dx

Urceme jejich komutator

[D.X]|f)=(DBX-XD)|f)= (—x x—jf(x)— (x /() - x%f(x)=
=f)+xf()=xf()=f)=|f) =
D.X]|f)=|f)= proV |[f>e? =
[D,X] = 1.

Podobné miZeme urcovat i dal$i komuta¢ni relace.

V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operdtory, tj. operatory s linearni
odezvou:

Aa|f)+plg))=aAlf)+ [A|g).
Vsechny dosud uvedené operatory byly linearni. V kvantové teorii se setkame piede-
v§im se dvéma druhy linedrnich operatorti — operatory unitarnimi a operatory Hermito-
vymi. Uved’'me nyni definice téchto operatoru.
Unitarni operatory
Definice: unitarni operator zachovava skalarni soucin, tj.
> (flg)y=(Uf|Ug). (3.269)
Skalarni soucin se pied a po piisobeni unitarniho operatoru nezméni.

Véta: Pro unitarni operatory je sdruzeny a inverzni operator totozny, tj.

> uf =0, (3.270)
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Diikaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze
(Uf|0g)=(U"0f |g).
Pro zachovani skalarniho soucinu (definice unitarniho operatoru) je nutné, aby
U0 =1,
to ale podle definice inverzniho operatoru pravé znamena, ze

uf =0,

¢ Priklad 3.32: Operator U=

Ukazeme, ze operator U=e" na prostoru £2 je unitarni:

£)=r(x), Uf)y=€"f(x),
lg)=g(x), Ulg)=c"g(),
(0F|0g) = [(¢ /() ¢ gx)de =
=[e™ (e gl dr=

= [ erdx=(f|g).

>
Hermitovy operatory
Definice: Hermitv operator piisobi v obou castech skalarniho soucinu stejné, tj.
> (Af|g)=(f|Ag). (3.271)

Véta: Pro Hermitliv operator je sdruzeny operator roven ptivodnimu, je samosdruzeny:
> AT=A. (3.272)
Dikaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V presné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova ope-
ratoru nepatrné li§i pozadavky na definicni obor, pro nase ticely nebudeme samo-
sdruzené a Hermitovy operatory rozliSovat. Vzhledem k tomu, ze Hermittiv ope-
rator pisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, Casto se pise

(Af|g)=(f|Ag)=(f|A|g).

Centralni pozice A naznacuje, ze podle vlastniho uvazeni mizeme operatorem za-
pusobit vlevo ¢i vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva Diraciiv sendvic.
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¢ Priklad 3.33: Operator B = id/dx

Ukazeme, Ze operator B=id/dx na prostoru £2 (— oo, o) je hermitovsky:

oo

<éﬂw=j@%fmngw=

.partes

[} * p
- [ LB g

—i[f@ew ] +ljf(ﬂ“”m_

jf()(d“”]w (f|Bg).

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot’ funkce z £2 (— oo, o) jsou integrovatelné
s kvadratem na (— oo, o), a proto musi platit

lim f(x)= lim g(x)=0 proV f, ge&

X—*toeo X—>teo

Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pii provedeni integrace per
partes by se zaménilo znaménko a platilo by

(Df|g)=—(f|Dg). J

3.4.3 Projekcni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachazet projekce vektorti do piedem zadaného pa-
prsku. Jde o tlohu, kterda ma prvorady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do
ruznych typt fad (napiiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci
zadané funkce do vektorii néjaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

A I.........»
P|f) paprsek

Plg) |

[h)

Obr. 3.21: Projekce vektor( do zadaného sméru
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Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popiSe. Vybereme tento
Lreprezentativni vektor jednotkovy, tj. tak, aby (ala)=1, tj. ||a]|=1. Snadno
predstavitelna je situace v ®2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor |a ) reprezentujici
paprsek a vektory |f ), |g ), |h ), které do tohoto paprsku budeme promitat.

Projekce libovolného vektoru |f) ma velikost ||f||-cos & a smér |a )/ ||a|. Znaménko
funkce cos ve velikosti projekce urCuje, zda promitany vektor mifi ve sméru |a ) nebo
ve sméru opacném. Projekcei l1ze napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:

PIf) :HfH'COSO{m:”fH. (alf) Ja) _ (a[f) a) = (a|f)

llall lall-IIf]l flafl  [lafl-[la]| (ala)

|a).

Povsimnéte si, ze pfi Gpravach vyrazi v Diracové symbolice miizeme libovolné stého-
vat ¢isla (normy vektort a skalarni souéiny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu,
ktery urluje velikost projekce a vektoru |a ). ZapiSeme-li formalné koeficient az za
vektor, ziskdme operatorovy tvar:

(alf) _laXalf)

PIf) =
D= ey a

Oznaéme
s _ laXal
(ala)
Tento vyraz se nazyva projekénim operatorem. Sdm o sobé vyznam nema4, jde o na-
znacenou operaci skalarniho soucinu, kterd musi byt vykonana. Teprve zaptisobenim
projekéniho operatoru na néjaky vektor |f) dostaneme smysluplny vyraz — projekci
vektoru danou koeficientem (a |f)/(a | a) a smérem vektoru |a ). Situace je podobna
operatoru d/dx, také jde jen o naznaCenou derivaci, kterd musi byt vykonana na kon-
krétni funkci. Bude-li vektor |a ) jednotkovy, vyrazy se jest¢ zjednodusi:

P =la)al,
Pif) =|a)alf).

Koeficient projekce je (a|f) asmérje [a).

> (3.273)

(3.274)

¢ Priklad 3.34: Projekce v roviné
Naleznéte projekei vektoru |f ) do vektord |a) a |b) . Vektory jsou dany takto:

ool o) we)

ReSeni: Nejprve nalezneme projekéni operatory:

6 _laxal _ @‘(1 ) _ G 3 _ (1/2 1/2}

“ (ala) ( 1).@ 2 12 1/2
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b _ [bXb| _ CD'(_I +) B (j :j (Y2 -2
U (-1 +1).(‘1J 2 [—1/2 1/2]'

+1

Nyni snadno nalezneme hledané projekce:
. /2 1/2) (1 2
By = V2 N2,
/2 1/2) 13 2
. /2 -1/2) (1 -1
PyIf) = /2 .
-1/2 1/2) 3 +1

y I

Obr. 3.22: Projekce vektoru |f) do dvou kolmych smérd. D

Vyuzijme nyni tohoto piikladu a vyzkousSejte si, ze plati jednoduché a uzite¢né relace.
Vypocty jsou natolik snadné, Ze zde uvedeme jen vysledky:

I Bl=B,. Bl=B,.

2. P2 =P,; P}=P,. (3.275)

a
3. ﬁa"rﬁb:"i.

Prvni relace znamena, ze projekéni operatory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po picklopeni kolem hlavni diagonaly a nasledném komplexnim
sdruzeni nezméni. Druha relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedend po sobé (kvadrat operatoru) je shodna s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projekéni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za defi-
nici projekéniho operatoru:

Projek¢ni operator
Projekénim operatorem nazveme takovy linearni operator, ktery splituje
B2 _ p;
| 2 . (3.276)
P =

O
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Snadno lze ukdzat, ze ob¢ vlastnosti jsou splnény pro definici (3.273), naptiklad pro
prvni vlastnost mame:

g2 _|aXal [aXal _|aXalaXa| _|aXa| _ 5
(ala) (ala) (ala)Xala) (ala)

V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze
skalarnich sou¢inti ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni Cisla, ktera 1ze vytknout pred
vyrazy a kratit.

Vyznam tieti relace (3.275) je také snadno pochopitelny: Vektory |a), |b) jsou
navzajem kolmé a v roviné tvofi ortogonalni bazi (bazi sloZzenou z kolmych vektori).
Projekce do téchto vektorti nejsou ni¢im jinym nez rozkladem ptvodniho vektoru do
této baze. Zkuste si ob¢ projekce secist. Dostanete ptivodni vektor. Pravé matematickym
vyjadrenim faktu, ze soucet vSech projekei da ptivodni vektor je tieti relace:

A

P, +P =1 = PBIf)+PB[f)=]|f). (3.277)
Nékdy se této relaci fika relace uplnosti. Pokud je dana baze uplna (nechybi v ni zadny

vektor), potom je soucet vSech projekénich operatorti roven jednotkovému operatoru.
To znamena, ze soucet vSech projekcei libovolného vektoru da piivodni vektor.

3.4.4 Rozvoj prvku do baze

M¢jme v unitarnim prostoru spocetnou bazi (maximalni mnoZzinu linearn¢ nezavislych
vektortl) {|e; )}. Vhodnou linearni kombinaci jednotlivych prvki mizeme vzdy zajis-
tit, aby prvky baze byly navzajem kolmé a mély jednotkovou velikost. Takové prvky
budeme oznacovat jen pofadovym Cislem: |k ). Béaze slozena z vektord | k) ma dvé
zékladni vlastnosti:

> (k|1y = &,, (3.278)

> Sk k| = 1. (3.279)
k

Vlastnost (3.278) je vyjadienim ortonormality. Skalarni sou¢in dvou riznych vektori je
nulovy (jsou navzdjem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jed-
notkovou velikost). Vlastnost (3.279) je relaci Gplnosti baze. Soucet vSech projekénich
operatorti da jednotkovy operator, tj. soucet vSech projekei libovolného vektoru da pu-
vodni vektor. V relaci uplnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumaéni
konvenci. V piipadé neseparabilnich prostort s nespocetnou bazi maji obé relace tvar:

(x]y) =6(y-x), (3.280)
j|x><x|dx =1. (3.281)

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova 6 distri-
buce a v relaci uplnosti je misto sumace projekénich operatort integrace.

Rozvoj prvku do baze je v Diracové symbolice mimotadné jednoduchy. Staci pred
prvek vsunout relaci Gplnosti v podob¢ jednotkového operatoru:
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1) = Af) = SIhXkIE) = Deplk) o e =(kif). (3.282)
k k

Koeficienty rozvoje jsou dany skalarnim soucinem rozvijeného vektoru s prvkem baze.

4 Priklad 3.35: Fourierova Fada

Uvazujme prostor £2(0, 27r) periodickych funkci integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f(0) = f(27) tvofi v tomto prostoru Uplnou bazi soustava funkci (dikaz na-
leznete v zakladnich uc¢ebnicich matematiky):

| fiy=e®™ | k=0,%1,%2,.... (3.283)

Tyto funkce jsou sice navzajem kolmé, ale nejsou jednotkové:

2r 2
L . 0 rol#k
_ —ikx ilx _ i(l-k)x _ p _
= dx = dx = =2mdy;.
el ‘([e ¢ le {27[ prol=k 7 Oki

Nulovost skalarniho soucinu pro / # k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu ( 0, 277 ). Vydélime-li prvky baze jejich velikosti, ziskdme ortonormalni bazi

k)= ® | k=04142,.. (3.284)

e

pro kterou plati relace ortonormality (3.278) a relace tGplnosti (3.279). Rozvoj libovolné
funkce z naseho prostoru je potom

1£) = Delk), o =(k|f) (3.285)
k
neboli zapsano v bézné symbolice
b
N2

coz jsou znamé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomerite, Ze skalarni soucin je v le-
vém argumentu komplexné sdruzeny, proto je v koeficientu c; minus.

2r
fx) = LZC,C e g = [ f(x)dx, (3.286)
2 k 0

Reprezentace

V dané bazi mizeme snadno prepsat operatorovou rovnici A |[f)=|g). Vlozime pred
vektor jednotkovy operator.

Alf)=lg) =

ZA”><Z|f>:|g> /{k| zleva =
/

SCkIA[I Ty =(k|g). (3.287)
1
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Ziskany vyraz neni ale nic jiného nez maticové nasobeni

A o A4 A A
'11 In f] g'l A—)Ak15<k|A|l>’

= iy g2,

. .
! " f;" g;” lg) > g, =(nlg),

A

neboli

D Aufi =gk - (3.288)
[

JestliZze operatoru piifadime ¢tvercovou matici
A4, =(klA|l) (3.289)

a vektoru sloupcovou matici

1f)— fi=11), (3.290)

miiZzeme s operatorovymi vyrazy zachazet jako s obycejnym nasobenim matic. Hovo-
fime o tom, ze jsme zvolili reprezentaci daného prostoru. Ve skutecnosti nejde o nic
jiného nez o volbu konkrétni baze. Ma-li baze nekone¢ny, ale spoéetny pocet ¢lend,
budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekone¢né matice. Vidime, Ze
v libovolném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznaéné zobrazeni prvki na
prostor posloupnosti (% (izomorfismus). V piipadé neseparabilnich prostorti s nespocet-
nou bazi ziskame obdobnou relaci:

[CxlAly X pIfydy=(x|g), (3.291)
coz neni nic jiného nez integralni transformace

4G f() dv = g(x);

A(x,y)=(x|Aly), (3.292)
S ={yif),
gx)=(x[g)

s jadrem A(x, y). Veli€iny x, y hraji ulohu spojitého indexu.

Pirechod mezi bazemi

Mame-li k dispozici dv& sady bazovych vektori {| k )} a {|k")}, bude mezi koeficienty
rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vlozenim relace uplnosti:

=K )= (K kX kY= Sppfi»
T K (3.293)
Syp=(K k).

Matice S se nazyva matice ptechodu.
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3.4.5 Spektralni teorie

V teorii operatorti patii k zakladnim tloham nalézt sméry, ve kterych se ptsobeni da-
ného operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

A|fy=1f); Jdec. (3.294)

Vektor |f) se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A
a koeficient natahovani A viastnim ¢islem (charakteristickym ¢islem). Naptiklad u tenzo-
ru setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pfi rotaci ,,nehdzi*.
U linearnich operatort je i kazdy nasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stej-
nym vlastnim ¢islem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smer.
Takovych vlastnich smért a ¢isel miiZze existovat u linearnich operatori cela fada, jejich
maximalni pocet je roven dimenzi prostoru (poc¢tu prvkl baze). U separabilnich prostorti
muzeme tedy Glohu nalezeni vlastnich Cisel a vektor formulovat rovnicemi:

Alf, )=A,0f);  k=12,..; A eC. (3.295)

Mnozina vSech vlastnich ¢isel {11, ..., 4y, ...} se nazyva spektrum operatoru A Na-
lezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme relativné snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich Cisel a vektordi 1ze naptiklad fesit
soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5).

Vlastni ¢isla a vektory hermitovského operatoru

Véta: Hermitovsky operator ma realna vlastni Cisla a vlastni vektory dvou riznych
vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Diikaz: Pfi vypoctu skalarniho sou¢inu vyuzijeme hermitovosti a plisobime operatorem
v pravé i v levé ¢asti skalarniho soucinu. Vysledek musi byt stejny:

(i | Ag £ ) = A (f 1)

(fp [Af) =1 - .
S (AL £ )= A (B £

Ap=k = A eR.

Vlastni ¢isla jsou tedy redlnd. V druhé ¢asti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni
¢islo z levé ¢asti skalarniho soucinu vyuzijeme prvni ¢asti ditkazu:

(fp [ A )= A, (£ 1)

(f,|Af)y =1 X
(AT 1) =4, (B £, ) = A (B [ £7)
U
Arlf 15 ) = A (B 1),
U
(A =Ap){f [£,)=0,
U

(fi |f;)=0pro A; #4,.
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Vlastni Cisla a vektory unitarniho operatoru

Véta: Vlastni Cisla unitarniho operatoru lezi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riznych vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Diikaz: Pii dikazu vyjdeme z definice unitarniho operatoru:
(F 1y = (U0 |Uf ) = A (fy (1)
Porovnanim prvniho a posledniho vyrazu je ziejmé, ze
i =1 = | A=
Zbyva dokazat kolmost vektorti. K tomu budeme potfebovat pomocnou vétu: (lemma),

Lemma: pokud existuje inverzni operator k A . mé vlastni &isla 1/4.:
Necht’ plati

A|w>:/1|y/> = A"A|l//>:/1/1(“)|l//> =

v)=22"y) =
A =L
A

|
Nyni jiz budeme postupovat analogicky jako v pfipad¢ hermitovského operatoru. V levé
¢asti skalarniho soucinu vyuZzijeme opét prvni ¢asti dikazu:
(B [ A £ ) =2, (5 1)

~ 1
(U 1fk‘fl>:/1*<fk‘f1>:/lk<fk|fl>

k

(£ 10f)) =

U
At 1) = 4B £,
U
(A=A 1£,)=0,
U
(£ |f;)=0 prod, =4 .

Poznamka 1: Realné vlastni hodnoty hermitovskych operatorti budou v kvantové
teorii vyuzity jako mozné vysledky méfeni dynamické proménné, které odpovida
operator A. Ani kolmost vlastnich vektorii neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky
operator nam muze v podobé svych vlastnich vektort ,,porodit™ vyhodnou ortonor-
malni bazi v Hilbertoveé prostoru.

Poznamka 2: Unitarni operatory se v kvantové teorii vyuzivaji k popisu ¢asového
vyvoje stavu objektu. Z jejich vlastnosti plynou naptiklad Ehrenfestovy teorémy
o vztahu mezi klasickou a kvantovou fyzikou nebo teorém o viridlu, diky jehoz
klasické analogii byla objevena temna hmota ve vesmiru.
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Im ()) ) — — — - Hermitliv
RS I P unitarni
—————————————————— e e
1 Re (4)

Obr. 3.23: Polohy vlastnich ¢isel hermitovského a unitarniho operatoru

¢ Priklad 3.36: Vlastni ¢isla a vektory

Urceme vlastni ¢isla a vektory matice Az prikladu 3.29 (viz str.: 298)

~ 0 —i
A= :
)

Pro tuto matici sestavime problém vlastnich ¢isel a vlastnich hodnot:

Alf)y=A[f)
U
A
i 0)\f f2
U

G

Rovnice ma netrividlni feseni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky
plynou dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla 4. Pro kazdou z nich potom jiZ snadno uréi-
me piislusny vlastni vektor. Pozor! Podminka na determinant ¢ini rovnice pro slozky
vlastniho vektoru zavislé. To je ale v potadku, feSeni rovnic musi mit jeden volny para-
metr, tak aby ptedstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorim mtizeme najit
normované vlastni vektory a ptislusné projekéni operatory. Vysledek je:

P )= +i \1>_1 +i I5—|1)(1\—1 1 +i
T R ) INC1CS C2l-i )

—i 1 (-i - 11 —i
A =+1, Ifz>=c(+1j, 2>:f(+1} P2:|2><2|:5(+i J-

Povsimnéte si, ze matice A byla hermitovska (matice pieklopena kolem diagonaly
a komplexné sdruzena je shodna s ptivodni matici). Proto ma realna vlastni ¢isla a vlast-
ni vektory tvofi ortonormalni soustavu:

(H1)=C2[2)=1,  (1]12)=(2[]1)=0.
Tato soustava vektord je uplna, tvofi bazi v prostoru komplexnich dvojic:

(1 +]2) 2 =P +P, =1.
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Véta o spektralnim rozvoji

Véta: Necht A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektoru, kterd tvoii uplnou
ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru. Potom mizeme pro analytickou funkci opera-
toru definovanou Taylorovym rozvojem (3.263) psat

> SR = 3 ORI = X [P (3.296)
k k

Diikaz: Nejprve si pov§imnéme plisobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:

Alf ) =206

A2 [f ) =4 AR ) =27 1),

A" =201,
U
SR =D, A" [f) = Y e, A0 1) = fA) ).

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru pisobit jiz na obecny vektor. Provedeme
ale jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektort, kde pusobeni zname z posledni
rovnosti (v misté Sipky vlozime soucet vSech projektori):

FRYIEY =D FRRXKIEY = > FADIKXKIE).
T k k

To je ale piesné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Vynechame-li ve vyrazech libo-
volny vektor | f ), na ktery operatory plsobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.

Poznamka 1: Ma-1i operator vicenasobné vlastni Cislo stupné N, neni to na zava-
du. Vlastni vektory k vicenasobnému vlastnimu &islu tvofi cely podprostor @ di-
menze N a lze zvolit N nezavislych kolmych vlastnich vektort odpovidajicich to-
muto vicenasobnému ¢islu.

Poznamka 2: Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dalSich ptredpoklada
mozné vétu o spektralnim rozvoji modifikovat do tvaru:

SA) = [FA)x)(x|dx.

Poznamka 3: Pro vyjadieni funkce operatoru je ¢asto mnohem jednodussi pouzit
misto Taylorova rozvoje vétu o spektralnim rozvoji. Piislusnd tfada probiha jen
pres vlastni ¢isla operatoru.
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Poznamka 4: Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme snad-
no napsat jeho libovolnou funkci a fesit tak rovnice, ve kterych se tato funkce ope-
ratoru vyskytuje. Specialné inverzni operator je dan formuli

A‘1=Zi|k><k|=z/%ﬁk.

k’ik k k

Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé predpokladii véty nutna nenulovost vSech
vlastnich ¢isel.

¢ Piiklad 3.37: Nalezeni exponenciily matice
Na prostoru (2 je zadan maticovy operator

S

Mame nalézt matici exp (A) Tento ptiklad jsme jiz fesili pomoci Taylorova rozvoje jako
priklad 3.29. Z ptikladu 3.36 zname vlastni ¢isla, vektory i projekéni operatory tohoto
maticového operatoru. Z véty o spektralnim rozvoji miizeme proto napsat:

A A oy A 1 +i 1 —i chl —ishl
A = e P1+eA2 P2=e_ll ; +€+1l . =1. .
21 -1 1 20+1 1 ishl chl

Na rozdil od Taylorova rozvoje ma fada nyni jen dva Cleny.

¢ Piiklad 3.38: ReSeni rovnice teplotni diftize
Naleznéme Casovy vyvoj pribchu teploty ty¢e delky L, jejiZ oba konce jsou udrzovany
na nulové teploté. Pocatecni teplota tyCe je dana funkci T(x). Ukolem je tedy najit
feseni rovnice teplotni difiize
T 9T
a—:lca— , T=T(t,x)
at 9x?
s pocate¢nimi a okrajovymi podminkami
T(ty,x)=Ty(x), T(t0)=T(L)=0.

Preformulujme nyni Glohu do Diracovy symboliky. Zaved’'me nejprve Hilberttv prostor
w={ f): fe2OL) A f(0)=f(L)=0].

Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajova podminka pivodni rovnice je piesunuta do definice prostoru.
Jestlize by hodnota teploty tyce na obou koncich byla nenulovd, mizeme posunout
pocatek teplotni stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni difize to na tvar
rovnice nema vliv. Pozadavek nulové teploty na obou koncich ty¢e tedy neni na ijmu
obecnosti feseni. Uloha ma nyni tvar:
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2
U0 cAiry. myes. A=-9 (3.297)
d¢ di?

Z prikladu 3.33 vime, Ze operator B =id/dx je hermitovsky (ma realna vlastni Cisla
a kolmou soustavu vlastnich vektorti). Proto i kvadrat tohoto operatoru A=B’ je her-
mitovsky. Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezdporna vlastni ¢isla ope-
ratoru A . Reeni ulohy miizeme formaln¢ napsat okamzité (!):
—xA (-1

17(1))y = *AUT0 | 7(15)) . (3.298)
Skutecné: dosadime-li pocatecni cas, da feSeni pocatecni podminku. Derivujeme-li
feSeni podle Casu, zjistime, ze feseni (3.298) spliiuje vychozi rovnici (3.297):

%mo ) =%C_KA(HO)|T(10) )=k A AU |71 )) =~k A | T(r)) .

Jediny problém je, Ze v nalezeném feSeni (3.298) vystupuje funkce operatoru A. Aby-
chom ji mohli ur¢it, musime znat spektrum a vlastni vektory operatoru A na prostoru 7.
Resme tedy nejprve tlohu

Alfy=alry. fed =
f7+Af=0, f0)=/(L)=0.
Reseni této oby&ejné linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami je:
22

Ay =
L2

| [ :csin(k%xj ,

b

| k)= 2sin(k—ﬂxj, k=12,....
L L

Vlastni &isla jsou realna (A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzijem
kolmé a tvori pfirozenou bazi v #H. Napsat feSeni (3.298) je nyni jiz jen jednoduchou
aplikaci véty o spektralnim rozvoji:

IT() ) = *AC0) | 715y ) =

=3 ) ey T(e) ) =
k=1

2,2
Tk
- E (1)

i 2
=D e L ks
k=1

2 . (k
k)= zsm(ij, e =<k|T(ty)). (3.299)
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Reseni miizeme samoziejmée zapsat i standardné, bez pouziti Diracovy symboliky:

22 x

T
oo - ()]
T(t,x) = /% e r sin(k%xj;
k=1

L
. E\/% J‘sin[k%ijo(x) dx.
0

Pro ¢ =ty mame Fourierovu fadu pro pocate¢ni podminku. Pro ¢ # #y nejde o nic jiného
nez o rozvoj do jednotlivych Fourierovych modi. Kazd4 Fourierova komponenta ubyva
exponencialné s Casem. Vidime, Zze véta o spektrdlnim rozvoji ndm mtize byt uzite¢na
i pfi feSeni parcialnich diferencialnich rovnic.

(3.300)

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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3.5 0d gradientu Kk helicité

Derivace je velmi u€¢innym nastrojem ke zjiStovani vlastnosti funkci. Ve fyzice nejcas-
t&ji derivujeme skalarni nebo vektorova pole. Skalarni pole pfifazuje poloze jednu hod-
notu, napfiklad hustotu, teplotu nebo tlak, vektorové pole prfifazuje trojici hodnot,
naptiklad jde o rychlostni pole, elektrické pole nebo magnetické pole:

f(x): R®SR,

(3.301)
K(x): R >R,

Pokud se pole méni s ¢asem, pribude jesté Gasovéa soufadnice a jde o zobrazeni z R*.
V relativité pouZivame &tyfvektory, tak’e nakonec mize jit o zobrazeni R*— R*.
V teorii vInéni se pouzivaji vétsinou komplexni funkce, pak jde o zobrazeni R* — C*.
Jako zéstupny symbol pro jakakoli pole, at’ uz skalarni, vektorova ¢i jind Casto pouzi-
vame symbol . Pfi derivovani podle prostorovych soufadnic lze ¢asto vyuzit naznace-
nou operaci

d d 0
| 4 V=| ——,—|. 3.302
[ax dy azJ ( )

Existuje velké mnozstvi nejriiznéjsich zapisi této operace, nejcastéji pouzivame symbol
V, ale jsou i jiné moZnosti:

d d d 0
V =grad sa—xs[a,a,a—zj =(0,.0,,0,)=(91.0,,05)=0;.  (3.303)
Vsechny zapisy jsou jen zkratkou pro tutéz operaci, ktera se nazyva gradient. Znac¢ime ji
symbolem obraceného pismene delta V a tikame ,,nabla*. Nazev zavedl skotsky mate-
maticky fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojuhelnikového tvaru asyrské
harfy ze 7. stoleti pf. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je
z aramejstiny, ktera ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny néstroj uz ale znali Su-
merové v obdobi 3 100 pfed nasim letopoctem. James Clerk Maxwell razil pro tento
operator nazev ,,slope’ z anglického slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale
zvitézil. Na skalarni funkci je mozné pusobit jedinym zptisobem, pro vektorova pole je
vice mozZnosti:

Vr: o f gradient
V- K: 0K divergence
> (3.304)
VXK: Eem91K rotace
V®K: 0K, tenzorovy gradient

V nasledujicim textu se s jednotlivymi diferencidlnimi operacemi (gradient, divergence,
rotace, helicita) seznaimime podrobné&ji. UkaZzeme si nejen jejich matematickou podstatu,
ale i jejich praktické vyuziti ve fyzice.
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3.5.1 Gradient

Zabyvejme se nyni gradientem skalarni funkce. Ukazeme si, pii kterych tikonech mize
byt gradient uzitecny. Pijde o derivaci ve sméru, Tayloriv rozvoj, konvektivni derivaci,
kolmici k izoplose a vztah mezi silou a potencialni energii. Samoziejme, Ze jsou i dalsi
oblasti, v nichz ma gradient nezastupitelné misto.

Derivace ve sméru

P1i vypoctu parcialnich derivaci se k dané funkci blizime vzdy ve sméru os. Pfipustme
nyni, Ze se k ni budeme blizit v obecném sméru a zaved'me derivaci ve sméru s vztahem

9 _ fim SOxHh) =) (3.305)

ds  h—0 AR

Tuto limitu nyni snadno spo¢teme za pomoci Taylorova rozvoje:

of 1 9%f

L p — hs, hs, -+ —
9 _ lim SO " 2 " f(X)_a_fS_k
s h—0 AR ox; ||s|

Prvni a posledni vyraz se odecte. Ve vsech ostatnich ¢lenech, s vyjimkou druhého, zi-
stane veli¢ina 4, kterd se limitné blizi k nule. Zavedeme-li jednotkovy vektor o =s/||s|,
mame pro derivaci ve sméru uzitecny vztah

s

of
> —(6V)f L 3.306
ds (V)1 ¢ sl (3300

¢ Priklad 3.39: Derivujte skaldrni funkci ve sméru s = (1, 2). Postup feSeni je pfimo-
¢ary, postaci vyuzit vztah (3.3006):

1 2 0 J
=l — Z |(9..0 =422
¢V (5, Sj(x,y) 5+2\/§,
A gy o LA, 2 S
s—(cV)f— : x+J§ .

Taylortiv rozvoj

Za pomoci gradientu lze velmi snadno zapsat prvni netrividlni ¢len Taylorova rozvoje
skalarniho ¢i vektorového pole ve tfech dimenzich:

l//(X+h)=l//(X)+a—whk+---=1//(X)+hka—l//+--~
axk axk
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Vztah nyni snadno zapiSeme s pomoci operace gradientu do finalniho tvaru:
| y(x+h)=y(x)+(h-V)y+-- (3.307)

Uvedeny vztah je elegantni a ve fyzice se velmi ¢asto pouziva.

Konvektivni derivace

Predpokladejme, Ze mame né&jaké pole, které se meéni v Case i v prostoru a nasim ukolem
je nalézt jeho tiplnou casovou derivaci:

dt ot dx, dt dt dx;

kde jsme jako oznacili rychlostni pole proudéni u(z, x). Vyuzijeme-li gradient, mame:

(u-V)y; resp. 4.9

> dy oy, C
dr ot

STRRET (u-V). (3.308)

Prvni ¢ast derivace je parcialni derivace v ¢ase, vyjadiuje lokalni zmény funkce. Druha
¢ast se nazyva konvektivni derivace a popisuje zmény funkce zptisobené proudénim.
Typickym vyuzitim je napiiklad pohybova rovnice elementu tekutiny:

du

Am—=AF .

dt
Rovnici vztdhneme na jednotku objemu a rozepiSeme uplnou Casovou derivaci podle
vztahu (3.308):
Ju

| 2
paz

+p(u-Viju=f, (3.309)
kde f je objemova hustota sil pisobicich na tekutinu.

Kolmice k izoplose
Obecnou nadplochu v N dimenzich miizeme implicitn€ zapsat jako

@(x1,--+,x) ) =const . (3.310)

Piikladem miiZe byt rovnice povrchu koule ve tfech dimenzich x* + y* + z* = R%. Obecné
v N dimenzich piedstavuje rovnice (3.310) N—1 rozmérnou mnozinu. Ve dvou dimen-
zich jde o kfivku, ve tfech dimenzich o plochu. Stejnym zplisobem muizeme zapsat
rovnici konstantnich ploch né&jaké veli¢iny, tzv. izoploch — naptiklad izoterm pro tep-
lotu, izobar pro tlak nebo izofot pro intenzitu svétla. Za ¢ jen dosadime piislusnou veli-
¢inu. Diferencujme nyni vztah (3.310):

§—¢dxk=0; = (V¢\dl)=0 = V¢ Ldl. (3.311)
Xk

Gradient funkce ¢ je tedy kolmy na libovolny vektor plochy vedeny z daného bodu.
Tedy gradient je kolmy na izoplochu definovanou rovnici (3.310). Derivace je smérnici
funkce, proto gradient mifi kolmo z dané izoplochy k dal§im izoplocham s vyssi hod-
notou. Kolmici k izoplose 1ze tedy nalézt velmi snadno:



3.5 Od gradientu k helicité 319

vy
» =Vo; = — 3.312
AN 7T (3:312)

Prvni varianta je obecnd normala, druhd je normdla normovana k jedné, tj. normalovy
vektor v ma velikost rovnou jedné. U uzaviené plochy vzdy volime normalovy vektor
tak, aby z ni mitil smérem ven.

¢ Piiklad 3.40: Naleznéte kolmice k parabole y = x? v riiznych bodech

A <

y C P

Bl
N L x
A
Obr. 3.24: Normalové vektory k parabole
Rovnici nejprve prepiseme do implicitniho tvaru
P(x,y)=x"—y=0 (3.313)

Nyni uz snadno nalezneme gradient, ktery je kolmy na nadplochu (v tomto piipadé
parabolu):

n=V¢=_2x-1). (3.314)
Pokud dosadime rizné body z obrazku, dostaneme
n, =(0,-1);

ng =(2,-1); (3.315)
ne =(4,-1).

Sila a energie

Predpokladejme, Ze mame potencialni pole, v némz se prace kona na ukor potencialni
energie

dA=—dw,. (3.316)

Vykonanou praci nyni vyjadiime jako silu nasobenou drahou a kosinem sevieného tthlu
a poté rozepiseme diferencial na pravé strangé:

W,
Fdscosa=——"—dx; ,
ox
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F-ds:—VWp -ds,
(F|ds)=(—VWp |ds).

Vzhledem k tomu, Ze uvedeny vztah plati pro jakykoli element drahy ds, musi platit

> F=-VI,. (3.317)

Uvedeny vztah tikd, Ze sila mifi vZdy k minimu potencialni energie. U konzervativniho
pole tedy postaci k jeho popisu jedina skalarni veli¢ina — potencidlni energie. Odpovi-
dajici silu uz vzdy dostaneme ze vztahu (3.317). Napriklad pro gravitacni pole télesa
o hmotnosti M, které se nachazi v poc¢atku soutfadnic a plisobi na téleso o hmotnosti
m << M mame:

mM

W, =-G"=. (3.318)
r

Jednotlivé slozky sily uz snadno nalezneme:

W,
F=——2 :i[GmM}szMé(ljﬂz

X, X r r\r)ox;

— (3.319)
O X +x3 +
:GmM(_Lj N AN omM oy
V4 axk rz r
Skutecné jsme dostali spravnou hodnotu slozek sil véetné smérového vektoru:
F:—G@i. (3.320)
7 r

Snadno nalezneme velikost sily:

2. 23,2
F=FF= Fx2+Fy2+Fj=\/%(x2+y2+zz)=Gﬂ. (3.321)
r r

3.5.2 Divergence

Velmi dilezitou tlohou je zjisténi, zda v néjakém bod¢€ prostoru vektorové pole vyvéra
(prikladem muze byt elektrické pole vyvérajici z kladného naboje), nebo zda danym
bodem prochazi, ¢i v ném zanika (naptiklad elektrické pole v zaporném naboji). K uva-
ham nad touto lohou bude uzite¢né zavést element toku vektorového pole:

> d¢=K-dS; dS=vds. (3.322)

Elementarni ploska je charakterizovana vektorem, ktery ma velikost této plosky a smér
normaly k této ploSce (kolmy vektor o velikosti rovné 1). Rozmér takto zavedené veli-
¢iny je roven rozméru vektorového pole nasobeného metrem na druhou:

[dg] =[K]m?. (3.323)

Rozmér elementu toku magnetického pole bude Tm?, rozmér toku elektrického pole
Vm 'm” = Vm, toku rychlostniho pole ms 'm* = m’s™ atd.
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Poznamka: Tok vektorového pole se tyka intenzivnich vektorovych veli¢in (nezavisi na
mnozstvi latky), napiiklad elektrického, magnetického ¢i rychlostniho pole. Nezamé-
nujte tento tok s tokem aditivni (je umérna mnozstvi latky) veli¢iny 4, ktery je defino-
van jako mnozstvi veli€iny proteklé jednotkovou plochou za jednotku Casu (tok hmoty,
tok energie, tok naboje, tok hybnosti, tok entropie atd.), tj. [j] =[4]/(m’s). Napiiklad tok
naboje ma jednotku Cm2s ™.

Z definice (3.322) je jasné, Ze tok pole ve sméru normaly je maximalni, kolmo na
normalu nulovy a pfi Sikmém toku se z vektoru pole uplatni jen jeho primét do sméru
normaly:

X1, KT
K v v
ds
dgp=K dS cos a dp=KdScosa dg =K dS cos a
d¢ = KdS dp =0 dp =K, dS

Obr. 3.25: Zavedeni toku vektorového pole plochou

Nyni uréime celkovy tok pole v plochou kvadru, ktery vytvofime kolem zvoleného
bodu. Pozdéji pak limitnim pfechodem kvadr stihneme az do daného bodu. Tok pole
bude mit celkem Sest Clent (pfes Sest ploSek kvadru). Nejblizsi bod kvadru k pocatku
soufadnic ozna¢ime (x, y, z), nejvzdalenéjsi (x+Ax, y+Ay, z+Az), a nas§ bod, tedy stred
kvadru (X,y,2) . Celkovy tok pole K plochou kvadru bude (vektor pole lokalizujeme
vzdy uprostied pravé pocitané stény, vektor normaly miii smérem ven):

ZA (x+Ax, y+Ay, z+Az)
‘::5» Kx

(x,¥,2) & 7,%)

»
>»>

X
Obr. 3.26: Tok vektorového pole plochou

6
A= Ag,.

a=1

Toky zapiSeme v pofadi stén: prava, leva, zadni, pfedni, horni a dolni. Stény kvadru
maji hrany o velikosti Ax, Ay, Az, z toho snadno uré¢ime jejich velikosti:

A=K (x+Ax,7,2) Ay Az —K (x,57,5) Ay Az +
+K (%, y+ Ay, 2) Az Ax — K, (%, p, %) Az Av +
+K (3,5, 2+ A2) Ax Ay — K (%, 7, 2) Ax Ay.



322 Matematika pro fyziku

Nyni vytkneme ze vSech ¢lent objem elementarniho kvadru:

[ K +AG G DK (0 5.5) ]
Ax
K, (%, y+Ay,2)-K (%, 9,2
pnp| s KGR0 A
Ay
+Kz(iﬂj}32+AZ)_Kz(5éaj}az)
L Az _

Provedeme-li nyni limitni ptechod Ax, Ay, Az — 0, objevi se v hranaté zavorce soucet
parcialnich derivaci

oK
de = oK, + 28y 9K, dv. (3.324)
ox dy oz

Vyraz v kulaté zévorce nazyvame divergenci pole. Jde o jedno jediné cislo, které
znac¢ime
ok, JK, LK,

> divK =V K =0,k =424,
X y z

(3.325)

Tok pole infinitezimalnim kvadrem, vedenym kolem naseho zvoleného bodu, tedy je

> dg=Y"K,-dS, =divK dV. (3.326)

a

Je jasné, Ze hledanym testem je prave operace divergence. Pokud je kladna, z bodu pole
vyvera, pokud je zaporna, do bodu se pole nofi a pokud je nulova bodem pole prochazi:

>0: pole vyvéra,
> divK{=0: pole prochazi, (3.327)
<0: pole zanika.

Pokud bychom méli v prostoru kone¢nou mnozinu £2, mizeme tok pole pfes jeji hranici
0% snadno spocitat. Oblast £ vyplnime beze zbytku mnoha kvadry. Na jejich
sousedicich sténdch se tok vzdy vyrusi, protoze vnéj$i normaly sousednich kvadra
budou mifit na opacnou stranu. Jediny nenulovy tok bude na hranici oblasti, kde uz
zadné sousedici kvadry ¢i jiné utvary nejsou. Proto bude platit

6= Sﬁﬁ K-dS= m divK dv. (3.328)
S=00 V=0

Leva integrace je naSe sé¢itani toku pres jednotlivé plosky, napravo je vysledek (3.326).
Odvozeny vztah se nazyva Gaussova véta a je uziteny ve fyzice pii hledani riznych
vztahtl a pii pfevodu ploSnych a objemovych integrali. Gaussovu vétu nejcastéji piSeme
ve tvaru

> @K‘dS{mdivK ar. (3.329)
02 0
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Ukazme si nyni vypocet divergence na Ctyfech dvojrozmérnych polich

A=(-y,+x,0);

B =(+x,+»,0);
X . 3.330

r r r

D = (+y,+x,0)
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Obr. 3.27: Ukazky Ctyr poli A, B, C, D

Zakreslime-li slozky prvniho pole v roving (x, y) do obrazku, dostaneme typicky vir
kolem pocatku, zakreslime-li druhé pole, vzniknou radialni, stale se zvétSujici vektory
(mérn¢ vzdalenosti od pocatku). Takové pole je nefyzikalni a s rostouci vzdalenosti
musi stale vznikat. Kazdy bod prostoru je jeho zdrojem. Tieti pole je intenzita elek-
trického pole bodového naboje, od pocatku soutfadnic pole klesa, jeho zdroj je pouze
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v po&atku. Ctvrté pole nema zjevné ani zdroje, ani netvoid viry. Spoétéme nyni diver-
gence téchto poli:

4. 04
diVAza—"+—y:0+O:0. (3.331)

ox 9y

0B
divB:ai+—y=1+1=2. (3.332)

ox dy

oD
divD:aD"+—y:0+O:0. (3.333)

dx dy

Prvni pole vytvaii vir, ale nema nikde zdroj, u druhého pole se v kazdém bod¢ prostoru
vytvaii radialni slozka pole. Ctvrté pole nema ani zdroje, ani viry. U tfetitho pole je

vvvvvv

(akxk)r3_xkak(r3)=

diVC=aka=aak(x—/3‘j=a -
r r

Ly (3339
ar ox; 317 = x3r m 37 =33 _{0; r#0,

33 — X

r r r o; 1r=0.

Derivaci 0r/0x; jsme jiz pocitali ve vztahu (3.319), vysledek je x; /7. Hodnota divergence
je pochopitelnd v tom smyslu, ze zdroj pole je pouze v pocatku (bodovy naboj), vSude
jinde je divergence nulova a pole témito body pouze prochazi. Nekone¢na hodnota
divergence pole souvisi s tim, Ze naboj povazujeme za bodovy, tudiZ je hustota naboje
po =AQ/AV v pocatku nekonecna. Je to analogické jako u pojmu hmotného bodu. Ma-li
byt nekonecné maly bod nositelem konecné hmotnosti, musi v ném byt hustota hmoty
pm = AM/AV nekoneéna. S témito problémy se formaln¢ vypotrada az teorie distribuci
(zobecnénych funkci), se kterou se seznamime v kapitole 3.8.

Coulombiiv zakon
Maxwellovy rovnice obsahuji dvé polozky s divergencemi:
divB=0, (3.335)
divD=p,. (3.336)

Prvni rovnice tikd, ze magnetické pole kazdym bodem prostoru jen prochdzi, nikde
nejsou jeho zdroje. Magnetické monopoly neexistuji. Podle nékterych teorii bylo ve
vesmiru magnetickych monopol hodné, ale v prubéhu infla¢ni faze se vesmir natolik
nafouknul, Ze v ndmi pozorovatelné oblasti (nevidime cely vesmir) zlstalo jen nékolik
magnetickych monopold, a proto je nevidime. Druhd rovnice popisuje, ze elektricka
pole vyvéraji v oblastech s kladnym nabojem a mizi v oblastech se zapornym nabojem.
Predstavme si, Ze mame jen jeden jediny izolovany naboj. Zvolime soufadnice s pocat-
kem v naboji a kolem néaboje opiSeme kulovou plochu. Rovnici (3.336) pieintegrujeme
pfes objem takto vzniklé koule:

divDdy = ([[ p, dv . (3.337)
14 vV ¢
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S~

Obr. 3.28: Integracni objem a plocha

Integral nalevo za pomoci Gaussovy véty prevedeme na ohranicujici plochu. Integral
napravo da celkovy naboj uzavieny v plose, v tomto pfipad€ naboj nasi ¢astice:

<ﬁ> D-dS=0. (3.338)
S=aV

Vektor elektrické indukce i vektor elementu plochy maji stejny smér, thel mezi nimi je
nulovy a kosinus ve skalarnim soucinu roven jedné:

3‘4‘; DdS=0. (3.339)

S=dV

Na celém povrchu koule je velikost D stejnd, mizeme ji tedy z integrace vytknout.
Zbyvajici integral da celkovou plochu ohranicujici koule:

Danr? =Q. (3.340)

Ptevedeme-li elektrickou indukci na intenzitu elektrického pole, mame vysledny integ-
ralni vztah, ktery neni nic jiného nez Coulombiiv zakon:

g9 = (3.341)
dreyr
3.5.3 Rotace

Prejdéme nyni k jiné Gloze. Budeme testovat, zda nase vektorové pole vytvaii v okoli
zvoleného bodu vir. Pokud si piedstavite vir nakresleny na papiru, tak ho uvidite pouze
ze sméru kolmého na papir. Butele-li se divat v rovin€ papiru, vir neodhalite. K detekci
viru jsou zapotiebi tfi nezavislé pohledy ze tfi rGznych smért. Proto bude mit test na
viry vektorovy charakter. UziteCnym nastrojem pro nase testovani bude element cirku-
lace pole:

dCc=K-dl, (3.342)
kde K je sledované pole a dl element kiivky. Tece-1i pole ve sméru kiivky, bude cirku-

lace maximalni, a to K d/, tece-li pole proti sméru kiivky, bude cirkulace minimalni, a to
—K dl. Tece-li pole kolmo na kiivku, bude cirkulace nulova.
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K
K > <K— Kf] a
— —>
dl d1 dl dl
dC=Kdlcos a dC=Kdlcos a dc=0 dc=Kdl cos a
dC=Kdl dC=-Kd!

Obr. 3.29: Element cirkulace pole

Predstavme si nyni bod v prostoru, kolem né€hoz nakreslime obecné orientovany obdél-
nik a provedeme projekce bodu i s obdélnikem do vSech tfi soufadnicovych rovin.
V roving (x, y) bude situace vypadat takto:

y Vo ¢ OHAX, yTAY)
( e
X, F—
¥) e
x>

Obr. 3.30: Vypocet cirkulace vektorového pole kolem obdélniku

Nyni nalezneme cirkulaci pole kolem tohoto obdélniku po matematicky kladné oriento-
vané kiivce y tvofené hranami obdélniku (znaceni bodu je stejné jako pii odvozeni di-
vergence). Prispévky zapiSeme v poradi: dolni, prava, horni a leva hrana, hodnotu pole
vezmeme vZzdy uprostfed hrany. Hrany maji velikosti Ax, Ay:

4
AC=Y AC, =K, () Ax+ K, (x+Ax, 7) Ay — K, (£, y + A) Ax— K , (x, 7) Ay =

a=1

:{Ky(xwx,ﬁ)—Ky(xJ) K GEy+A)-K, (Fy

AxAy.
Ax Ay :| d

Nyni provedeme limitni pfechod Ax, Ay — 0 a dostaneme (element plochy s normalou
ve sméru osy z oznac¢ime jako dS, = dx dy):

oK
C= Oy Ky ds. . (3.343)
ox dy

Provedeme-li superpozici vSech tii projekci, vznikne obecny obdélnik a cirkulace kolem
n¢ho bude mit hodnotu (ostatni ¢leny ziskame cyklickou zdménou)

oK oK
dc=| %K % ds, + K K. g 4 Zr K ds. . (3.344)
dy 9dz dz  dx 7l ox  ay

Je jasné, Ze v hranatych zavorkach jsou slozky vektorového soucinu gradientu a naSim
vektorovym polem, proto miizeme pro element cirkulace pole psat:

> dc=>K,-dl, =(VxK)-ds. (3.345)
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O tom, zda je cirkulace pole kolem obdélniku nenulova (a pole tvoii vir) rozhoduje
vektorovy soucin gradientu s polem, kterému fikdme rotace pole:

> rotK=VxK. (3.346)

Jednotlivé slozky rotace koresponduji s nasim pohledem na vir ve sméru odpovidajicich

si soufadnicovych os. Pokud jsou vSechny slozky rotace nulové, pole netvofi kolem

bodu vir. Pokud je libovolna slozka nenulova, pole kolem daného body vytvafi vir:
=(0,0,0): pole netvoii vir,

> rotK (3.347)
#(0,0,0): pole tvori vir.

Uréeme nyni rotaci poli A, B, C, D ze vztahu (3.330):
rotA=(0,0,2); rotB=rotC=rotD=(0,0,0). (3.348)

Jeding prvni pole ma nenulovou rotaci, vir je patrny pouze pii pohledu ve sméru osy z.
Jde o nefyzikalni vir, jehoz intenzita roste se vzdalenosti od stfedu (v kazdém bod¢
prostoru je jakési dmychadlo, které vir zesiluje). Proto je rotace nenulova ve vSech
bodech prostoru.

Uvazujme nyni konecnou plochu S ohrani¢enou uzavienou kiivkou y. Nasim ukolem
bude spocitat cirkulaci pole podél této kiivky. Plochu ohranic¢enou kfivkou vyplnime
mnoha malymi obdélnicky, které spolu sousedi. Kazdy obdélnik ptedstavuje matema-
ticky kladné orientovanou uzavienou kiivku. Na spole¢nich hranach bude cirkulace pole
vzdy nulova, nebot” jsou hrany opacné orientované. Jedina nenulova cirkulace bude na
hranach piiléhajicich k hranici naseho utvaru. Limitnim pfechodem z (3.345) mame

> 36 K-dl:”(rotK)-ds, (3.349)
y=0aS S

coz je Stokesova véta integralniho poctu, kterd prevadi plosny integral na kiivkovy.

Ampérav zakon
Jedna z Maxwellovych rovnic ma pro ptipad poli nezavisicich na ¢ase tvar

rotH = jg, (3.350)

kde jo je proudova hustota (tok naboje, tj. mnozstvi ndboje proteklého jednotkovou
plochou za jednotku Casu, rozmér je ampér na metr Ctverecni). Vyznam rovnice je
jasny: kolem vodict s tekoucim proudem vznika vir magnetického pole. Vytvoirme
kolem nékterého mista vodi¢e kruznici, plochu, kterou uzavira, oznaé¢ime S:

dL_

s / .
\S-//lrl o, b
H [rgdx+[re dx=[rg]

Obr. 3.31: Integracni plocha a kfivka
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Ptes tuto plochu budeme integrovat rovnici (3.350):

(rotH)-dS = [[j, -dS . (3.351)
o s

Integral napravo da celkovy proud protékany plochou, tj. proud tekouci vodi¢em. Inte-
gral nalevo pfevedeme na integral pres hranici za pomoci Stokesovy véty:

gS H-dl=1. (3.352)
y=0S

Pole i element kiivky maji souhlasny smér, proto je skalarni souc¢in roven sou¢inu veli-
kosti obou vektort, tj.

<j'> Hdl=1. (3.353)
y=0S

Pole H ma na celém obvodu kruhu stejnou velikost, proto ho vytkneme z integralu. Ten
da obvod kruznice:

H2mr=1. (3.354)

Po prevedeni na magnetickou indukci ziskdime Ampértiv zdkon v dobfe zndmém tvaru

27

B (3.355)

Pole buzené linearnim utvarem ubyva ze vzdalenosti jako 1/r. Pole buzena bodovymi
Gitvary (napiiklad Coulombiiv zikon) ubyvaji se vzdalenosti jako 1/*. Maxwellova
rovnice (3.350) je diferencialnim tvarem Ampérova zakona.

3.5.4 Helicita

V ptirod€ Casto pozorujeme utvary stocené do Sroubovic. At uz jde o molekuly DNA
nebo jen plazmovy vyboj, ktery mél dostatek ¢asu a po né&jaké dobé se stocil do Sroubo-
vice. V teorii plazmatu se ukazuje (viz [2]), ze helikalni Sroubovita) struktura magnetic-
kého pole ma minimalni energii. Proto napiiklad v tokamaku nepostaci jen poloidalni
pole vznikajici tekoucim proudem, ale musi byt pfitomno i toroidalni pole generované
pomocnymi civkami. Vzniklé pole ma Sroubovicovy tvar, je ve stavu s minimalni ener-
gii, a proto je relativné stabilni. V matematice se pro podobné strukturovana pole zavadi
pojem helicity. Hustota helicity vektorového pole K se definuje jako

> H(t,x) =K -TotK , (3.356)

celkovou helicitou potom rozumime integral

G = [[[He.xdr. (3.357)
vV

Helicita je skalarni veli¢ina charakterizujici helikalnost (Sroubovitost) vektorového pole.
Je nulovd pro vSechna pole spliujici podminku nevifivosti (rot K=0) a také pro
vSechny rovinné viry s kruhovymi ¢i spiradlovitymi proudnicemi. Pole s nenulovou heli-
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citou musi tvofit prostorové Sroubovice s nenulovym stoupanim o, helicita je imérna
sin a. Pfikladem zavedeni hustoty helicity miZe byt rychlostni pole

H,=u-rtotu=u-. (3.358)
Veli¢inu o = rot u nazyvame vifivost rychlostniho pole. Pii popisu helikalnosti magne-

tického pole se vyuzivda magneticky potencial A, ktery se samotnym polem souvisi
rovnici B =rot A:

H,=A-TotA =A-B. (3.359)

Detailn¢ se budeme helicitou magnetického pole zabyvat az ve tretim dile této ucebnice,
viz [2], vénovaném fyzice plazmatu, kde hraje koncept helicity vyznamnou roli.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.6 Vicerozmeérné integraly

V mnoha situacich je tfeba néjakou veli€¢inu, zpravidla skalarni ¢i vektorové pole, inte-
grovat podél krivky, pres plochu ¢i pies objem néjakého utvaru. Za tim ucelem zava-
dime element (infinitezimalné¢ malou ¢ast) dané mnoziny. Ktivkovy element mize byt
jak skalarni tak vektorovy, plosny také, ale objemovy element existuje jen skalarni,
objem, jak ho chapeme ve tfech dimenzich, nema zadny smér.

3.6.1 Krivkovy integral

Nejprve se zabyvejme kiivkou, kterou ozna¢ime symbolem y. Kfivku budeme nejprve
parametrizovat, k tomu postaéi jediny parametr u:

x=x(u);
iy y=yu; (3.360)
z=2z(u).
Zkracené¢ miizeme psat
| 2 y:r=r(u). (3.361)

Parametr u probihd interval u; aZ u,. Bod r(u;) je poc¢atecnim bodem kiivky, r(u,) je
koncovym bodem kiivky. Kfivku nyni rozdélime na velké mnozstvi dilkii (elementi).
Toto déleni budeme zjemnovat tak, az dosp&jeme k infinitezimalnimu elementu kiivky

= dl

T TRy Yy
?’(ul), L d/ -
Obr. 3.32: Integracni kfivka
| 4 dl=(dx,dy,dz) = (x'du, y'du, z’du) . (3.362)

Element kiivky ma vektorovy charakter, mifi ve sméru kiivky, proto hovotime o vekto-
rovéem elementu. MiZzeme zavést i pouhou velikost elementu, tzv. skalarni element:

> dl = Jdl-dl = Jdx? +dy? +dz2 =[x+ 32+ 22 du, (3.363)

kde ¢arka znamena derivaci podle parametru u. Za pomoci téchto elementi miZeme
zavést dva druhy kiivkovych integrald — kiivkovy integral prvniho druhu nascitava
skalarni pole pres skalarni element podél ktivky, kiivkovy integral druhého druhu na-
s¢itava projekci vektorového pole do sméru kiivky (prezentovanou skalarnim soucinem)
podél kiivky:

> I = jy frydl, (3.364)

> I, = ij(r)~dl. (3.365)
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Integraly prvniho druhu mtizeme pouzit napiiklad ke zjisténi hmotnosti vldkna s méni-
cim se prufezem nebo kurceni délky kfivky (v tomto pfipadé bude f=1). Integraly
druhého druhu se vyuzivaji k vypoctu mechanické prace (polem bude pisobici sila),
elektrického napéti (polem bude intenzita elektrického pole) a dalsich veli¢in. Integraly
obou druhi se snadno pfevedou na bézny Riemanntv integral: Do obou poli (skalarniho
¢i vektorového) dosadime parametrické vyjadreni kiivky a pfislusny element vyjadiime
z diferencialtl parametrického vyjadieni kiivky. Tim se vesSkera integrace prevede na
integral ptes parametr kiivky, tedy standardni jednorozmérny Riemanntiv integral:

I =If'(r)dl=jf(r)\/dx2+dy2+d22 = ff(r(u)) X2+ 2422 du. (3.366)
Y Y u

V piipad¢, Ze za parametr zvolime pfimo x, mame

I = jf(r)dz = ff(r(x))w/l+y'2+z'2 dx. (3.367)
V4

X1
Pro délku rovinné kiivky y(x) se vztah zjednodusi na znamy vzorec

X2

l= j J1+7% dx. (3.368)

X1
U kiivkového integralu druhého druhu postupujeme obdobné

I =[K(r)-dl= K dx+K dy+K dz=
/4 V4

= j[ (r@)x'+ K, (x@) ' + K, (r(w))z ] du= (3.369)

uy
up
= I K(r(u)) r’ du.

Uy

¢ Priklad 3.41: Délka sinusovky od 0 do 2z

Kfivku y = sin(x) budeme parametrizovat pfimo proménnou x, tj. x ztotoznime s para-
metrem kfivky u. Pro integraci vztah (3.368):

y(x) =sin(x) ;

zzzjﬂ {—1+y,2dx=2f\/m®c. (3.370)
0 0

Integrace tohoto typu jsou malokdy uskutecnitelné analyticky, vétSinou je tfeba vyuzit
numerické metody, kterych existuje velké mnozstvi. Konkrétné tento ptipad vede na
tzv. elipticky integral. Existuje ale jednoducha moznost, jak vysledek integrace rychle
zjistit. Na strance Wolfram Alpha zadejte integraci odpovidajicimi ptikazy softwaru
Mathematica, nebo jen napiste fetézec ,,integrate sqrt(1+cos(x)"2) dx from 0 to 2pi“.


http://www.wolframalpha.com/�
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Program se pokusi spocitat integral analyticky, pokud to neptijde, tak numericky. Vy-
sledek je 7,6404.

]
¢ Priklad 3.42: Délka lana mostu Golden Gate v San Franciscu

L=1280m

T T

Obr. 3.33: Retézovy most v San Franciscu

Budeme pocitat délku lana mezi podpérami. Predpokladejme, ze lano ma tvar pfiblizné
fetézovky ch(x). Za jednotku délky vezmeme rozpéti sloupt L = 1280 metrd a fetézovku
posuneme tak, aby byl pocatek souradnic v nejnizsi ¢asti, tj. hruby tvar bude dan funkci
ch(x/L) — 1. Nyni fetézovku roztdhneme na parametry mostu:

y(x) = A[ch(x/L)-1] (3.371)
Z pozadavku y(+L/2) = H plyne
=————=1190,98 m. (3.372)
ch(1/2)-1
Nyni snadno ur¢ime délku lana:
L2 L2
I= j Y1+ 2 de= j J1+(A4/ L)? sh2(x/L) dx . (3.373)
-L/2 -L/2
Proved’me substituci § = x/L:
1/2
I=L [ 1+(4/1)*sh*(€) dé. (3.374)

-1/2

Retézec pro integraci je ,,1280*integrate sqrt(1+0.8672 sinh(x)"2) dx from -0.5 to 0.5,
vyjde 1327 metrd. Jde jen o Gisek lan mezi pilifi.

]
¢ Piiklad 3.43: Price vykonana polem prostorového oscilatoru
Predpokladejme pribéh potencialni energie
1o 1,0
Wp = —Ek(x +y ) (3.375)
Snadno uré¢ime pulisobici silu F =—F =-V¥}:
B =k, (3.376)
F, =—ky.
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V jakémkoli sméru se systém chova jako harmonicky oscilator. At vychylime téleso
kamkoli, bude na ného ptisobit vratna sila smérem do pocatku, ktera bude tim vétsi, ¢im
veétsi bude jeho vzdalenost od pocatku. Nasim ukolem bude spocitat praci vykonanou
pii presunuti télesa mezi body 4 = (a, 0) a B = (0, b):

SOONNNNNNNN VY LA
SOSNNNNNNNA VYV e BV A A/
\\\\\\\\N&\h&%%/////
SNONNNNNN N VY Vb UL
SONNMNN NN NN Y V¥ Y YA &
NSSNNNNNNN G vV e g r s
\;\\;\.\\\\ﬁiﬁb v ¥ B ¥ e e
——s>a> s o A A x—al. 'A “—
e e e e e T e
T TT T A A A A A MY X N X N NRNSSO
AAAA A AT A 4 4 AN N N R R R RS
AN AN AKX X NXYNN\NN
A7 727772 A 44 A N NN NNRNNN
77777272404 P P NN NN\
o a PN AN
/4/’///‘””40 %'\’\\'\'\\\\
Obr. 3.34: Prostorovy oscilator

Nejprve nalezneme parametrické zadani kiivky a jeji vektorovy element:

X=A4A+(B-A)t; te<0,1>; A=(a,0); B=(0,b). (3.377)
xX=a—at,
y=>bt,
3.378
dx—adt, ( )
dy =bdr.

Roli parametru kiivky zde hraje ¢, tj. u =¢. Nyni je vypocet vykonané prace uz piimo-
¢ary, jen musime za vSechna pole a diferencialy dosadit ze vztaht (3.378):

Ad=[F-dI=[Fdx+F,dy=[-kcdx—kydy=

V4 Y Y
1 1
= [~k(a-ar)(-adr)— (kbr)(bdr) = | [+ka2 — ka*t +kb2t]dt = (3.379)
0 0
L L
2 2

Jiné feseni. Tim, Ze v zadani figurovala potencialni energie, vime, Ze pole je konzerva-
tivni. Vykonanou praci pak mizeme urcit z rozdilu potencialni energie*

AA=—AW, =WP(A)—WP(B)=%ka2 —%kbz. (3.380)
)
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3.6.2 PloSny a objemovy integral

Plosné integraly

Obr. 3.34: Element plochy pro vypocet plosného integralu

Plochu popiseme dvéma parametry u, v, které na ni tvofi souradnicovou sit’:

x =x(u,v);
o:3 y=yu,v); (3.381)
z=1z(u,v).
Zkracen¢ miizeme psat
> o: r=r(uv). (3.382)

Element plosky vyobrazeny na obrazku bude mit hrany
Jr or
da=r(u+du,v)-r(u,v) = a—du ; db=r(u,v+dv)-r(u,v) = a—dv . (3.383)
u v

Vektorovy element plochy je dan vektorovym souinem, skalarni element je jeho
velikosti:

> a8 = 259" ) qudy ; (3.384)
Jdu oJv

> a5 =2 2 du dv - (3.385)
u 1%

Nyni, obdobné jako u kiivkovych integrall, zavedeme plosny integral prvniho druhu
(nascéitani skalarniho pole pres skalarni element) a plo$ny integral druhého druhu (tok
vektorového pole plochou):
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> I

Eﬂfds, (3.386)
> I, zj K-dS (3.387)

Prvni druh vyuzijeme k vypoctu naboje, hmotnosti ¢i velikosti plochy, integral druhého
druhu k vypoc¢tu toku pole plochou.

€ Piiklad 3.44: Kruh a plo$ny integral. Parametrizujme kruh x*+y* < R* polarnimi
soufadnicemi:

X=rcosgQ,
y=rsing, (3.388)
z=0.

Parametry probihaji hodnoty

u=re<0,R>;

(3.389)
v=pe<0,27).
Ur¢eme nyni vektorovy plosny element:
Jr or . .
dS =—Xx—drde¢ = (cos @,sin ¢,0)x (—rsin @, cos ¢,0) drde =
or d@
dS =(0,0,r drdo) (3.390)

Vektorovy element mifi pouze v ose z, je tedy dle ocekavani kolmy na rovinu (x, y),
v niz lezi kruh. Skalarni element bude jeho velikosti, tj.

dS =rdrde (3.391)

Nyni jiz snadno ur¢ime plochu kruhu

=27 r=R R
S = Hds— [ ] rdrdp=="-27= ZR%. (3.392)
=0 r=0

Naleznéme nyni jesté tok pole
K =(ay, Bz, 7" (3.393)
timto kruhem. Vypocet je pfimocary:

I =[[K-ds=[[K,dS, +K,dS, +K.dS, =

=077 r=
- jj(0+0+yx2dsz)= ¢j” jR(yrz cos’ (p) (rdrdg)= (3.394)
o =0 r=0
_ R 2 R_4
e Ty
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Objemovy integral

Zbyva zavést objemovy integral, ktery ma jediny element, a to skalarni. Objemovou

mnozinu £ popiSeme tfemi parametry:
x=x(u,v,w);
Q19 y=yu,v,w);

z=z(u,v,w).

Zkracené mizeme psat
| 4 Q: r=r(u,v,w).

Objemovy element ur¢ime analogicky dle obrazku

dV=dS dc cos a
dV =|dS-d¢|
= |(daxdb)-dc|

Obr. 3.35: Objemovy element
or ar or
du av Ow)

A objemovy integral budeme chépat jako

> 1={[[ rayav.
V

> drv = —|dudvdw;

Zakladni typy integrali:

> jfdz; yir=r(); dl =/x? +y? +2% du;
V4
> jK-dl; y:r=r(u); dl=(x'du, y'du, z/du);
Ve
> ﬂfds oir=r@u,v); O e dudv ;
o Ju oJv
> HK-dS o:r=r(u,v); ds= a—rxa—r)dudv;
po Jdu Jv
or oJr) or
> jgfdv Q:r=r(u,v,w); dV=[£ %J aWcl udvdw;

(3.395)

(3.396)

(3.397)

(3.398)

(3.399)

(3.400)

(3.401)

(3.402)

(3.403)
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3.6.3 Integrace per partes v N dimenzich

Zopakujme si nejprve situaci v jedné dimenzi. Pro derivaci sou¢inu dvou funkei plati
f'g+rg'=(fg). (3.404)

Integraci tohoto vztahu okamzit¢ mame
b b
4 4 b
[fgde+[re dx=[sg] (3.405)
neboli
b b
[ £ gdx+]fg dx=+f(b)g(®B)-f(a)g(a) (3.406)

Znaménka na pravé strané mizeme chéapat jako jednorozmérné vnéjsi normaly k inter-
valu <a, b>, tedy

b b
[1'gds+|fe dx=v,/(B)gb)+V,f(@)g(a). (3.407)

Oba vyrazy napravo jsou vlastné integraci pfes hranici mnoziny Q = <a, b>, tu u inter-
valu tvori pouhé dva body. Integraci mizeme tedy formalné prepsat do tvaru

jf’g d‘x+jfg’d1x= jvfg d%x. (3.408)
0 0 042

Index nad diferencidlem urcuje rozmér integrace. Integrace napravo je formalni, probiha
jen pies dva body, tedy jde o sumaci. V N dimenzich plati obdobné vztahy:

df dg 9

9 1798 _ 9 (14 3.409

T Rl sl (0 (3.409)

> j[algﬁa—g]d%: [ revid¥x. (3.410)
P, axk axk 90

Posledni vyraz je vétou o integraci per partes v N dimenzich. Tato véta umoznuje pre-
souvat derivaci z jedné funkce na druhou. Pro g = 1 da vztah dulezitou relaci

> j(i]de:ajgka dV 'y, (3.411)

0 axk

Odvod’'me nyni z tohoto vztahu Gaussovu vétu jako specialni pfipad integrace per partes
ve tfech dimenzich:

maank av = g[ji fv, ds. (3.412)
14

S=aV
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Nyni za funkci f'vezmeme slozku vektorového pole, tj. f'= K a prescitame pies index &:

oK
[[[5£ar = §p kv ds. (3.413)
v ox S=av
Uvedeny vztah Ize snadno piepsat do tvaru
jﬂ(divK)dV: 456 (K-v)dS. (3.414)
14 S=o¥
Zavedeme-li vektorovy element plochy dS = v dS, mdme Gaussovu vétu v bézném tvaru
m(divK)dV: <j:j> K- ds. (3.415)
v S=qv

3.6.4 Vnéjsi algebra

Jednotny pfistup k riznym druhdm integrald lze ziskat zavedenim tzv. vnéj$i algebry,
jejimz zakladem je antisymetrické nasobeni diferenciald, naptiklad

dxAady=—dy Adx. (3.4106)

Tato operace kopiruje vlastnosti vektorového soucinu bazovych vektorti, samotné dife-
rencidly chapeme jako prvky linedrniho vektorového prostoru, tj. mizeme je ,,nataho-
vat”“ a ,skladat”. Je zfejmé, ze nové zavedeny soucin dvou stejnych diferencialti musi
dat nulu, naptiklad

dradr=0. (3.417)

¢ Priklad 3.45: Ukazka dvouprvkové vnéjsi algebry

Na dvou prvcich e, a e, miZzeme zavést vnéjsi algebru tak, ze k témto prvkim pridame

jednotkovy prvek e, (pfi nasobeni prvek nezméni) a vysledek vnéj$iho soucinu e,.

Nésobeni viech prvkl miizeme odvodit z antikomutativnosti a asociativnosti, naptiklad
€H) NE =—€ A€ =€ ;

(3.418)
€1H) NE€ =(e] /\ez)/\el =_(e2 /\el)/\e] =—€, /\(el /\el)=0

a tak dale. Celkove Ize vysledek nasobeni jednotlivych prvki zapsat do tabulky

A () (3 € €12
€ € € € €2
€ €] 0 € 0
() € —€p 0 0
e e 0 0 0

Zavadeéna algebra bude linearnim obalem téchto prvku.
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¢ Priklad 3.46: Ukazka pouZiti vnéjsi algebry v integralech

Obecnou podobu vztahu (3.411) Ize chapat jako
I dF = j F;  spec. pro jednu dimenzi I dr = [F]Z ) (3.419)
Q 002 <a,b>

Integral napravo znamend hodnoty na hranici oblasti, proto zde nezapisujeme znak
diferencialu, obdobn¢ jako v jedné dimenzi, kde hranici jsou dva body. Samotny vyraz
F ale mize diferencialy obsahovat. Pro Stokesovu vétu je F na pravé strané dano vzta-
hem (pocitame cirkulaci vektoru K podél y)

F=K-dl=Kd+K,d+K,dz. (3.420)

Definujeme-li diferencial pomoci vné&jsiho souc¢inu, mame pro levou stranu:

dFF =dK, Adx+dK, Ady+dK, Adz= aKxdx+adey+adez Adx+---=
’ ox dy oz
oK oK
= 9K, %y dy/\dz+(aKx —aﬁde/\dx+ Py 9Ky dxady =
dy Oz oz  Ox ox  dy

= (rotK), dS, +(rotK),dS, +(rotK)_dS, =rotK-dS.
Je zfejmé, ze jsme ze vztahu (3.419) dostali jako specialni pfipad Stokesovu vétu

[rotK-dS= [ K-dl. (3.421)
S S

Obdobné 1ze postupovat u ostatnich integrald.

3.6.5 Mira a metrika

Predpokladejme, Ze na zadané N-rozmérné oblasti mame metriku gy, tj. vzdalenost je
v zobecnénych soufadnicich g dana vztahem

> dI” = g dg dg; (3.422)

Potom lze miru dané mnoziny (délkovy element, ploSny element, objemovy element,
atd.) obecné zapsat jako (dlkaz nalezne Ctenar ve specializované literatuie)

> du = ,l|det g| dg, ...qu. (3.423)

Vsechny integraly prvniho druhu lze potom zapsat jednotné ve formé

> j fdu= j f|detg|dg,...dgy . (3.424)
0 0
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¢ Piiklad 3.47: Urcete objem koule ve ti‘ech dimenzich. Pro sférickou metriku plati:

di? =dr? +r? sin? 0 dg? +r%d6?

takZze metricky tenzor je

pro objem koule mame
V= jdﬂ =J‘«/det(g) drdgode:jrz sin@ drdedé.

Po dosazeni mezi dostaneme

V= [Irz dr}-(?dw]-@sin@ de] = %n}# ,

coz je znamy vztah pro objem koule.

ooooooooooooO°°oooooooooooo

(3.425)

(3.426)

(3.427)

(3.428)
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3.7 Nékteré specialni funkce

Kmity a viny jsou tim nejpfirozenéj$im projevem, ktery v pfirodé pozorujeme. Kmity
popisuje potencidlni energie parabolického tvaru, ktera vede na pohybovou rovnici

Y+a'y =0. (3.429)

Proménna y je zastupnym symbolem pro jakoukoli kmitajici veli¢inu. Tecka oznacuje
derivaci podle ¢asu. Re$enim této rovnice kmitd je linearni kombinace sini a kosint
A cos wt + B sin wt. Pokud by pfed druhym ¢lenem bylo zaporné znaménko, feSenim by
byla kombinace hyperbolickych sinti a kosinl. I takova feSeni maji pti popisu pfirody
svij smysl. Obdobnou rovnici miizeme napsat také pro okamzity snimek jednorozmér-
nych prostorovych vin (bez ¢asové zavislosti):

v +ky=0. (3.430)

Cérka oznaduje prostorovou derivaci. Resenim rovnice je opét linearni kombinace sinti
a kosintd 4 cos kx + B sin kx. Pokud je znaménko druhého ¢lenu rovnice zaporné, feSeni
vede opét na hyperbolické siny a kosiny. Ve tiech prostorovych dimenzich je ptiroze-
nym zobecnénim rovnice

Ay +ky =0. (3.431)

Reseni této rovnice zavisi na oblasti, v niz se vlny rozvinou. Vlnéni ve valcové oblasti
povede na Besselovy funkce, vinéni kulicky na kulové funkce. Obé¢ tiidy funkei jsou ve
fyzice mimofadné dulezité, a proto se s nimi alespoil rdmcové sezndmime. Samotna
rovnice (3.431) se nazyva Helmholtzova rovnice — jde o rovnici pro vlastni funkce
Laplaceova operatoru.

3.7.1 Besselovy funkce

Naleznéme nyni pfirozené vinéni obycejného valecku. Za tim ucelem piepiseme Hel-
mholtzovu rovnici (3.431) do valcovych soutadnic (7, ¢, z).

Obr. 3.36: Valcové souradnice

V ose z je feseni neomezené a povede na bézné siny a kosiny, proto nas nebude zajimat
a pokusime se rovnici (3.431) fesit v fezu, tj. pro proménné (r, ), kde je feSeni defor-
movano valcovou geometrii z tradi¢nich sinti a kosint do jinych funkei:
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2
——r—+——+k21//=0; v=y(ro). (3.432)

V azimutalnim sméru musi byt feSeni periodické, tj. po 2z se opakovat. Periodické
funkce umime pies Fourierovy fady rozvinout do sint a kosinti. Pro jeden mod feSeni
tedy budeme mit

y=y(r.9)=f(r)e"?. (3.433)
Z pozadavku periodi¢nosti plyne
P = imot2n) o G2Em o 20,4142, (3.434)

Cislo m nazyvame méd vinéni. Po dosazeni predpokladaného tvaru feSeni (3.433) do
Helmholtzovy rovnice (3.432) a provedeni derivace podle azimutalniho uhlu ziskame
rovnici pro hledané radialni feseni f(r), které popisuje rozvinéni v radialnim sméru:

2 2
a7 ldf+k f-—/r=0. (3.435)
dr? rdr 7

Druhy a ¢tvrty ¢len je disledkem valcové geometrie. Pokud bychom je smazali, dostali
bychom rovnici vin typu (3.430). Rovnici vynasobime druhou mocninou r

2
r2ﬂ+rﬂ+(k2r2—m2)f=0. (3.436)
dr? dr
a provedeme substituci
x=kr (3.437)
2 d’ (AN S O S )
> PR +(x —m )f_o. (3.438)

Nezapomenme, ze proménna x nema nic spole¢ného s kartézskou proménnou x, jde
o preskalovanou radialni vzdalenost od osy valcovych soufadnic. Uvedena rovnice se
nazyva Besselova rovnice a jeji feSeni je analogii kosinti a sinli v kartézské geometrii.
Rovnici je tieba fesit za pomoci rozvoje do nekone¢nych fad. Obecné feSeni ma tvar:

| 2 f(x)=cJ,,(x)+crY,(x). (3.439)

Funkce J,, nazyvame Besselovy funkce prvniho druhu a maji v poc¢atku kone¢né hod-
noty. Funkce Y, nazyvame Besselovy funkce druhého druhu a v pocatku jsou singularni
(v limité se blizi k minus nekoneénu), coz je dusledkem singuldrnich ¢lent v (3.435).
Funkce Jy(x) koresponduje ve valcovych souradnicich s funkci kosinus z kartézskych
soufadnic a funkce J1(x) koresponduje se sinem. Plati mezi nimi i obdobny vztah:

dJ,
_3;” - (). (3.440)

Funkce prvniho druhu Ize jednoduse zapsat pomoci fady, pro druhy druh je prehledné;si
integralni vyjadreni:

Ta=3 0 CD* [szhm (3.441)
m T Sk my\ 2 . '
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oo

T
Y, (x) = % [ Sin(xsinﬁ—né’)dﬁ—% [ [e’"’+(—1)’" e"”f]e‘“h’ dr.  (3.442)
0 0

Analogie hyperbolického reSeni

Besselovy funkce Ize bez problému definovat i pro necelociselny index m (faktorialy
v defini¢ni fad¢ nahradi I' funkce) nebo pro komplexni argument. Z komplexnich argu-

(3.438) piejde v
2, )
> 2882wy =o, (3.443)
d?  dx
jejimz feSenim je analogie hyperbolickych funkei
> [0 =l () + 6K, () | (3.444)

kde I, K, nazyvame hyperbolické neboli modifikované Besselovy funkce. Funkce 7,
maji kone¢né hodnoty v pocatku a v nekone¢nu diverguji (analogicky jako exp[x]),
snadno se definuji pomoci fady. Naopak funkce K, diverguji v po¢atku a v nekone¢nu
se blizi nule (analogicky jako exp[—x]) a jednodussi je jejich integralni vyjadreni:

oo 1 x 2k+m
I1,(x)= —[—J ; (3.445)
" ,Z;gk!(mm)! 2
oo (2T g ymel2
K, (x)=—"—+-—|= e (-1 dr. 3.446
n() (m—1/2)!(2j { ( ) ( )
Asymptotické vztahy
Uzitecné mohou byt asymptotické vztahy v okoli pocatku (x <« 1):
m —_1\ —m
In@ =21y =) T s,
ml\ 2 V4 2
(3.447)
m _ | —m
L =X k=] s
m!\ 2 V4 2
Nékdy se také hodi asymptotické vztahy v nekoneénu (x> 1):
2 mw 2 mr
J, (x)=,—cos| x—————|, Y (x)=,]—sin| x———1,
n () X ( 2 4} () Tx [ 2 4)
(3.448)
I, () = ——e* Kp()= | 2= &
27wx 2x

Pro vykresleni Besselovych funkci mlizeme pouzit stranku www.wolframalpha.com,
prikazy jsou samonavadéci, napiiklad besselj[0,x] from x=0 to x=10 vykresli funkci J.
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Prvni argument v z&vorce (nezalezi na tom, o jaky druh zavorky jde) je ¢islo m. Jednot-
livé Besselovy funkce se nazyvaji besselj, bessely, besseli a besselk.

10 J] 0.5 T
08 J(l) —==r| 00 //)/\/\ eV —
. 7 Pl g By —
061\ Jy === o5l B
/Y\" I/
04 = ~1.0HH+
0.2 II .:'X ‘\ \-\ /\//‘\/ - e 15 'j
0.0 | VS AN N 20

L
I
02 \ ‘\'. VAN \/\’/,/ N _2:5 l:,l Yo —
i
Il

\ R Yy---
0.4 -3.0 Y, ==
0 5 10 15 x 0 5 10 15 x
I |
3.5 " / e 3.5 \ T %
30| 4 ---. / 7 7 .-"" 3.0 \ ,‘ - K ——-
25| Ir === 7 25+ Ky ===
............ \ “roroneeen
2053 " 2.0 \\ ‘.\ ; K
1.5 2 1.5 \
L’ / \ \ \
1.0 R4 1.0 \ \

05 SIS 05 AN
0.0 ez fmimem} il 0.0 '—‘—‘$1-

0 1 2 3 X 0 1 2 3 X

Obr. 3.36: Priibéhy jednotlivych Besselovych funkci

3.7.2 Kulové funkce

Kulové funkce dostaneme feSenim Helmholtzovy rovnice (Glohy vlastnich ¢isel Lapla-
ceova operatoru) ve sférické symetrii pro fez » = const, tedy na obecné sfére. Kulové
funkce tvoii bazi pro sféricky symetricky potencial v kvantové teorii, viz kapitola 2.5.
Jsou vhodné pro rozvoje thlovych ¢asti funkci ve sférickych soufadnicich. Do kulovych
funkei se provadi rozvoj jakychkoli dat na sféfe, naptiklad je vyuZziva helioseismologie
(popis vIn ve Slunci) nebo frekvencéni analyza reliktniho zafeni. Vychozi rovnice ma
opét tvar (3.431), tj. ve sférickych souradnicich

2
10,20y, 1 1 a(nea'f’) 1—1 IV =0, (3449

2 or  or ;Zsin@ 06 00 ¥ sin’ @ a(p

kde r je vzdalenost od stfedu, & je odklon od polérni osy a ¢ je azimutalni thel. Pro fixni
r zustane jen thlova ¢ast Laplaceova operatoru, vlastni ¢islo oznacime obvyklym sym-
bolem A:

2
L i(smea—'/’j L O _au A= (3.450)
sin@ 060 26 sin 98¢J
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ReSenim této rovnice pro vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou kulové funkce

Y (9,0) =

1” e"? B, (cos6); (3.451)

(1 _ x2 )}11/2 dl+m

T meu?4Y;1=QLz“¢\msu m=0,%1,... (3.452)

B ()=

Vlastni ¢isla jsou indexovana dvéma diskrétnimi Cisly 7, m (na sféfe mame dva stupné
volnosti). V kvantové teorii tato ¢isla odpovidaji vedlej$imu a magnetickému cislu.
Polynomy Py, se nazyvaji pridruzené Legendreovy polynomy. Pro m =0 se nazyvaji
Legendreovy polynomy:
l
lﬁ(x)z—iL—117 -0y o1=0,1,2, ... (3.453)
2" ! dx

Jiny zpiisob, jak zapsat LegendreGv polynom je v komplexni roviné za pomoci kiivko-
vého integralu po kiivce, ktera proti sméru hodinovych ruci¢ek obéhne pocatek sourad-
nicz,te C:

1 V2
3(zy_557¢(1—2m+4 ) (3.454)
Y
Pro Legendreovy polynomy plati nékteré uzite¢né vztahy, naptiklad
+1 +1 )
[A@d=28y:  [xR()dv=14. (3.455)

-1 -1

V prvnim piipad¢ je tedy nenulovy jen integral z Py(x), v druhém ptipadé z Pi(x). Je to
zjevné ze vztahu (3.453). Legendreovy polynomy lze pouzit pii multipélovém rozvoji,
kdy se pfi rozvoji potencialu pro pievracenou hodnotu vzdalenosti vyuziva vztah
=) . l ’
1
- In“;fr”') P(cos6), (3.456)
[r=r'[ T max ()

kde @ je thel mezi polohovymi vektory pozorovatele r a zdroje r'.

* ko ok

V piipadé, Ze je vlna rozvinuta i v radidlnim sméru, potfebujeme k popisu vinéni tfi
¢isla: m popisuje mody v azimutalnim sméru, / v polarnim sméru a » v radidlnim sméru.
Pro /=0 je feSeni na sféfe konstantni a zadné viny se v uhlovych stupnich volnosti
nerozvinou. Pro /> 1 je typicky rozmeér vin

AG==—; I>1. (3.457)
Cilem této kapitoly bylo jen zevrubné seznameni s existenci Besselovych a kulovych

funkei, nikoli detaily jejich vypoctu. Ve wolphramalpha.com je oznaceni pro sférické
funkce sphericalharmonicy(l,m), kde za / a m dosadite konkrétni ¢isla. Na zavér si pro-
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hlédnéte viny na sféfe pro nektera / a m. Oblasti (+) znamenaji vybouleni sféry smérem
ven a oblasti (—) jeji prohnuti dovnitf.

Obr. 3.37: Kulové funkce. Robert Noyes, Sky Publishing Corporation.

3.7.3 Chybova funkce a Chandrasekharova funkce

Chybova funkce

Ve statistické fyzice mnoho d&ji podléha Gaussove hustoté pravdépodobnosti
f)=—2e 30 (3.458)
7 ; >0. .

Soucet hustot pravdépodobnosti od nuly az do ur¢ité hodnoty se nazyva distribu¢ni
funkce. V pripadé Gaussova rozdleni jde o tzv. chybovou funkci

2 = _§2
= dé&. 3.459
#(x) \/;EI)‘G & (3.459)

Jeji hodnotu je mozné definovat i pro zaporna x. Pomoci chybové funkce lze vyjadrit
prvni Rosenbluthtiv potencial H pro Maxwellovo rozdéleni (viz tieti dil této ucebnice).

Chandrasekharova funkce

Velmi ptibuznou funkei k chybové funkcei je Chandrasekharova funkce. Je uzitecna pii
popisu srazek nabitych ¢astic a vystupuje v tiecim ¢lenu Fokkerovy-Planckovy rovnice
pro Maxwellovo rozdéleni. Pomoci této funkce se také popisuje vstup nabité castice do
tzv. ubihajiciho rezimu, kdy jsou srazky zanedbatelné a Castice je urychlovana elektric-
kym polem na velmi zna¢né energie. Tato funkce je dana vztahem
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2 7 2 &2
=] d&
|
w(x)= — (3.460)
X
Mezi Chandrasekharovou funkci a chybovou funkci plati jednoduchy vztah:
w(x) = ¢—;;¢ . (3.461)
2x
Vyuzijeme-li, Zze ¢’ = 2 exp[—x2]/al/2, miizeme snadno vztah obratit:
2x _2
p=2x2p+ = (3.462)
N2
T
¢
05| .
-4 -2 h.andra v
N 2 4 X
+-0,5
_chybova funke®-" |
Obr. 3.38: Chandrasekharova funkce () a chybova funkce (¢).
Extrém Chandrasekharovy funkce Ize nalézt numericky:
xp = 0,968 ; v(xy) =0,214. (3.463)
Limitni chovani Chandrasekharovy funkce je
2
vx)=——=ux; xxl, (3.464)
N3
v(x)= % ; x>1. (3.465)
2x
Chandrasekharovu funkci lze nahradit jednodussi racionalni lomenou funkei
2x
Glx)=——, (3.466)
372 +4x°

kterda ma stejné limitni chovani jako Chandrasekharova funkce a v celém prubéehu se jeji

hodnoty nelisi o vice nez deset procent.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.8 Zobecnéné funkce

Ve fyzice se velmi casto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod.
Néboj ¢i hmotnost castice si predstavujeme lokalizované v jediném misté, coz s sebou
nese problém nekoneéné hustoty naboje ¢i hmoty v tomto misté. ReSenim je zavedeni
tzv. zobecnénych funkci, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linearni
hustoté naboje lokalizovaného v misté x = 0:

=10 *70 (3.467)
X) = .
#0 x=0.
Integral z hustoty ale musi dat celkovy naboj QO:
+oo
[#(vdx=0. (3.468)

—oo

Je jasné, Ze hustota naboje neni ,,normalni“ funkci. Ma nenulovou hodnotu v jediném
bod¢ a integral z ni by piesto mél dat kone¢né ¢islo. Takové funkce ale neexistuji, mi-
zeme je zavadét jako limitu posloupnosti funkci a jejich vyznam je jen ve skalarnim
soucinu s jinou, tzv. testovaci funkei.

3.8.1 Diracova distribuce

) S (x)
.....51/8 I

.\/-J- X
€
Obr. 3.39: Posloupnost obdélnikl a kopeckd

Posloupnost obdélniki
Zaved’'me si obdélnikové funkce

/e, xe<—-€/2,€/2>,;

fo(x)= { (3.469)

0, xe<-—€/2,e/2>.

Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce £, maji docela zajimavé
vlastnosti:

prox=0

lim £, (x)= {“’ . (3.470)

1
&’ 0 prox#0

£

[ fidx=1;  £.0)=
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Diracovu distribuci miizeme formalné zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkei

prox=0

> S(x) = li =
) 81_r)nofg(x) {0 prox#0°~

foé‘(x)dx:l. (3.471)

Je jasné, ze nemuze jit o skuteCnou funkci, protoze integral z funkce nemize ovlivnit
hodnota v jediném bodé. Hovofime o tzv. zobecnéné funkci a skute¢ny vyznam si vy-
svétlime pozdéji.

Posloupnost kopecki (Cauchyho-Lorentzovych rozdéleni)
Obdélniky z pfedchozi ukazky nejsou hladké funkce. To ale neni nepfekonatelny pro-
blém, misto obdélnikli miizeme pouzit funkce spojité se v§emi svymi derivacemi podle
vztahu

£

fe(x)= (3.472)

ﬂs +x

Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazdé &, protoze

jfg(x)dx_j— dx=l[atgfr=l(f+f}1. (3.473)
ﬂg +x2 T el w\2 2

Pro malé £se ,,kopce™ zuzuji a pfitom se zvétSuje jejich vyska:

[ femdx=ts  fO=—

(3.474)
lim £ (x) oo prox=0
im f.(x)= .
PN 0 prox#0
Opét mizeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkei:
o(x)= lim f,(x). (3.475)
-0

Cauchyho-Lorentzovo rozdéleni, ze kterého jsme nyni zkonstruovali Diracovu distri-
buci, popisuje ve spektroskopii tvar spektralnich ¢ar a nebo v teorii vynucenych kmitt
rezonancni kiivku. Je pojmenovéano podle francouzského matematika Augustina Cau-
chyho (1759-1857) a holandského fyzika Hendrika Lorentze (1853—1928).

Diracova distribuce (neboli zobecnénd funkce) nema vlastnosti béznych funkci.
Ptestoze je jeji hodnota nenulova v jediném bodé¢, da integral z ni nenulovou hodnotu.
To plyne z limitniho charakteru zavedeni této distribuce. K jejim zakladnim vlastnostem
patii:

+oo +oo +o0
> j 5(x) f(x)dx = j 5(x) £(0) dx = f(O)J. 5(x)dx = £(0). (3.476)
Divod je snad ziejmy. Distribuce 0 je vSude nulova kromé jediného bodu x = 0. Proto

vysledek integralu mize ovlivnit jediné hodnota funkce f v pocatku. Tu v8ak mizeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.
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3.8.2 Temperované distribuce

Diracovu distribuci 1ze také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které pfifadi funk-
ci jeji hodnotu v pocatku (zobrazeni, které ptifadi funkei ¢islo, se nazyva funkciondl).

. T,
Tsf(x)=f(0);  resp. f(x) 5 1(0). (3.477)

Takova definice nema zadné problémy s nekonecny v pocatku ani s integralem, v némz
ma ,,funkce” jedinou hodnotu, a je zcela korektni. Obecné lze distribuci chapat jako
funkcional dany skalarnim soucinem

T, f(x)=(g|f): (3.478)

Skalarni soucin ptisobi na libovolnou funkci f'z tzv. prostoru testovacich funkci. Funkce
g je pevné dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovand distribuce. Cim hez&i
vlastnosti budou mit funkce z testovaciho prostoru (naptiklad budou dostate¢né rychle
konvergovat k nule na hranicich oblasti), tim horsi vlastnosti miize mit funkce g definu-
jici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci mize poslouzit naptiklad Schwartziiv (So-
boleviiv) prostor . funkci, které splituji:

1) funkce jsou nekone¢né diferencovatelné, tj. téidy C*;
2) funkce klesaji v oo rychleji nez libovolna mocnina 1/[x| *.

Testovaci funkce budeme nadéle oznaCovat v, tj.
> Ty =(gly); wed. (3.479)

Casto se hledaji feSeni celych rovnic ,,ve smyslu skalarniho soucinu®. Naptiklad misto
Laplaceovy Poissonovy rovnice

Ap=T1,
feSime rovnici
(80lv)=(/v).
kde ¢ je hledané feSeni a y je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato fe-
Seni se nazyvaji rFeseni ve smyslu distribuci neboli slaba reseni. Jejich tiida je mnohem
bohatsi, nez byla tfida feSeni plivodni rovnice. Nachazena feSeni mohou mit ,,divocejsi‘

charakter a jsou blizsi fyzikalni realité. Jejich hledanim se jako jedna z prvnich zabyvala
vynikajici sovétska a ruska matematicka Olga Alexandrovna LadyZenska (1922-2004).

Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu distribuci miizeme zavést také pomoci jednoduché funkce

=S o) s1; [ r@dx=z. (3.480)

X

Zaved’'me posloupnost
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k sinkx
fk(x)=;““1“ , (3.481)

kterd ma jednoduché vlastnosti

[ i) dx=1; fk(0)=§; lim £(0)=c. (3.482)
S )
Ls 14
10100

-10

Obr. 3.40: Posloupnost Dirichletovych jader

Bohuzel uz neplati, ze by se pro £k — o funkéni hodnoty pro x # 0 blizily k nule, jako
tomu bylo u posloupnosti obdélnik nebo u posloupnosti ,.kopeckii*“ pro mala epsilon.
Naptiklad pro x = 7/2 je fi(x) ~ sin(kn/2) = {0, 1,0,-1,0, 1, ...} a limita viibec neexis-
tuje. Nicméné na kazdém intervalu, ktery neobsahuje nulu, bude integral z této rychle
kmitajici funkce pro k£ — oo nulovy, a tato posloupnost funkci je opét vhodna pro reali-
zaci Diracovy distribuce (integral kazdé z nich je roven jedné a v nule pro k£ — o po-
sloupnost diverguje k nekonecnu. Diracovu tedy distribuci miizeme zavést jako limitu

> S5(x) = lim £ S
k- kx

(3.483)

Tuto limitu ale chapeme jako limitu posloupnosti distribuci (pii integraci pies testovaci
funkci nebude neexistence nékterych limit podstatna). Poznamenejme, Ze funkce f;(x)
jsou znamé z dikazu véty o Fourierové rozvoji do fady a nazyvaji se Dirichletovo ja-
dro. Je pojmenovano podle znamého némeckého matematika Johanna Petera Gustava
Lejeunea Dirichleta (1805—1859).

Diracova distribuce jako Fouriertiv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+k +k ikx —ikx .

. 1 . Ve _

[ e dic = {—e"”‘ } _eme Ty Sinkr (3.484)
ix ix kx

—k -k

Integral, az na koeficient 772, dava Dirichletovo jadro. Pro Diracovu distribuci lze tedy

také psat
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1 +hk o 1 +oo
5(x) = 1im—je"“‘dk=— j e dk .
k—>oo27[_k 27[_00

Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distri-
buce je tak umérna Fourierovu obrazu jednotkové funkce:

+o0
> S(x) = j e dk . (3.485)
2r -

3.8.3 Konvoluce a Fourierova transformace

Konvoluce
Jiz dfive jsme si ukazali, Ze pfimym zobecnénim maticového nasobeni je na prostoru
funkci konvoluce. Ob¢€ operace se 1isi jen tim, zda je index diskrétni ¢i spojity a zda
pouzijeme sumaci ¢i integraci. Pro zobrazeni dané maticovym nasobenim plati (prvku f
prifadime prvek g)

g=A-f;

3.486
8k = ZAklfl . ( )
I

Jednotkové zobrazeni je dano jednotkovou matici, jejiz prvky tvoii Kroneckertiv sym-
bol (méa jednotky na diagonale a nuly mimo diagonalu):

1f=f;

S S~ (3.487)
/

V piipadé prostoru funkci namisto matice v zpobrazeni vystupuje funkce dvou promeén-
nych A(x, y), kterou nazyvame konvolucni jadro:

A*f=g;

[ A f()dy=g@). (3.488)
Q

Integral (3.488) se nazyva konvoluce. Konvoluce je analogii maticového nasobeni na
prostorech funkei. Roli indext pfebiraji spojité proménné x a y. Roli matice prebira
jadro konvoluce. Specidlnim piipadem konvoluci jsou riizné integralni transformace
(Laplaceova, Fourierova, Abelova atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova
distribuce (je nenulova jen pro x =y ):

[8Gx=2) f(dy=r(x).

Diracova distribuce pfebira tlohu Kroneckerova symbolu a na prostoru funkci repre-
zentuje jednotkovy operator. Diracovu distribuci pro konvoluci miizeme vyjadfit ze
vztahu (3.485):
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S(x—y)=— j *O0) g (3.489)
2r %

V N dimenzich je vztah obdobny:

S(x—y)= ;N j Y gV (3.490)
)" %

Fourierova transformace

Fourierovu transformaci mtizeme chéapat jako konvoluci s jadrem exp[ik-x] nebo jako
rozvoj funkce do rovinnych vin:

> F(x)= jA(k) e* ¥ VK ; (3.491)

Koeficienty rozvoje neboli amplitudy A(k) urcuji, jak moc je ktera vilna ve spektru za-
stoupena. V né¢kterych situacich se hodi vztah, ktery nam fika, jak urcit koeficienty Fou-
rierova rozvoje funkce F(x):

> A(K) =

(2;) N j F(x)e k¥ dNx. (3.492)

Dokazme nyni, ze takto ur¢ené amplitudy vedou na spravny rozvoj funkce F(x). Za tim
ucelem dosadime (3.492) do pravé strany (3.491):

jA(k)e““‘ dVk =j[

@ I)N IF(x') e iKY de’J e k¥ gV =
T

1 —ik-(x=x ’
=IF(x)[(2”)N Ie ko( )de] dVx’ =

jF(x’)a(x -x)dVx' = F(x),

coz jsme chtéli dokazat — po dosazeni amplitudy (3.492) do pravé strany (3.491) dosta-
neme puvodni funkci. Rozvoj (3.491) zpravidla interpretujeme jako pifimou
transformaci z Kk prostoru do x prostoru, vztah (3.492) pro koeficienty A(k) jako
inverzni transformaci z x prostoru do k prostoru, jde ale o véc pouhé dohody:

F)=F(4K);  AK)=F" (F(x)). (3.493)
Véta: Pro Fourierovou transformaci konvoluce existuje jednoduchy vztah:
> F(f#g)=T(f)F(g). (3.494)
Diikaz:

T(f*g)= J’eik.x (If'(x—y)g(y)dNy)dNX _
= J‘(J'eik-x f(X—Y)g(Y)dNX)dNy = | subst.: x—-y=z

= J'(J‘eik-(erz) f(z)g(y)de)dNy _
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=([e™* r@d"z)-([e™Y g(y)d"y)=
=F(f)-F(g).

Poznamka: Sou¢in koeficientti u p¥imé a inverzni transformace musi dat 1/(27)".
Neékdy byva zvykem koeficienty u pfimé a inverzni transformace volit symetricky:

1 .
F(x)= peveeel [Ak)e™ > dVk ; (3.495)

1 e
A(k)=WIF(x)e kxgNx. (3.496)

V takovém ptipad¢ ale nebude platit jednoduchy vztah (3.494) o konvoluci.

3.8.4 Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specialnim pfipadem — rovnici s linedrnim operatorem a nenulovou
2
pravou stranou na prostoru £

io=r. (3.497)

Hledejme nejprve feseni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x)=6(x) (3.498)
Toto feSeni se nazyva Greenova funkce. Obecné feSeni rovnice (3.497) je konvoluci
Greenovy funkce a pravé strany rovnice

> p(x)=G*f = [Gx-y)f(y)d"y. (3.499)
Dtikaz je velmi jednoduchy. Ukazeme, Ze plisobenim operatoru L na nalezené feseni
dostaneme pravou stranu pivodni rovnice:

Lo = [LGx-yfwd'y = [sx-y)f(y)d"y = f(x).

Greenova funkce je velmi vyhodna pfi feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Do
Greenovy funkce jsou zahrnuty pfipadné okrajové podminky, ty musi Greenova funkce
samoziejm¢ automaticky spliovat. Pokud ma parcialni diferencialni rovnice i ¢asovou
proménnou, tj. ¢ = ¢(¢, x), musime zadat pocatecni podminku @y(x) = ¢(¢ =0, x), okra-
jové podminky a pfipadnou pravou stranu f'(¢, x). Obecné fesSeni je pak souctem dvou
¢lenti: prostorové konvoluce Greenovy funkce s pocateéni podminkou a ¢asoprostorové
konvoluce Greenovy funkce s pravou stranou:

| 2 K, x)=G*py +G* [, (3.500)
(x) (t,x)
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0(.%) = [Gt.x-y) 8y A"y + [G(t-7.x-y) f(z.y)dzd"y . (3.501)

V posledni ¢asti této kapitoly si ukazeme vyuziti Greenovy funkce pii vypoctu obec-
ného feSeni rovnice difize v neomezeném tfirozmérném prostoru.

Obecné reseni rovnice difaze

Rovnice difuze je jednou z nejdulezitéjsich fyzikalnich rovnic vibec. Vede na ni fada
problému: difize molekul (napiiklad vonavky) ze zdroje do okolniho prostfedi (pro-
meénnou je zde koncentrace), vedeni tepla, difize magnetického pole, obdobny tvar ma
i Schrédingerova ¢asova rovnice v kvantové teorii. Vyjdéme z tvaru:

> %—‘f—DA¢=f(t,x), (3.502)

kde ¢(z, x) je hledana veli¢ina (mtze byt skalarni i vektorova), D je koeficient diftze,
¢, x) je prava strana popisujici zdroje veliCiny (napiiklad rozpraSovace vonavky) a
pocatecni rozlozeni veli¢iny ¢ je

(0, x) = @y(x) . (3.503)
Uvazujme tuto rovnici difuze v neomezeném prostiedi.

Véta: Obecné feseni rovnice diftize v N dimenzich 1ze napsat jako prostorovou konvo-
luci Greenovy funkce s pocatecni podminkou a ¢asoprostorovou konvoluci s pravou
stranou:

p=G=*¢y + G = f, (3.504)
(x) (t.:%)

neboli

0(1.%) = [ G(t.x-§) 9, €)d"E + [GU-.x-O)f(2.§drd"E, (3505

kde Greenova funkce G je dana vztahem

2
G(t,x) = exp| — . 3.506
%) (4xDr)N"? p[ 4Dt] ( :

Diikaz: V rovnici (3.502) provedeme Fourierovu transformaci v prostorové casti:

9, p2g= 7
dt+Dk o=f.

Vsechny &leny prenasobime exponenciglou exp[Dk’f] a upravime:

dé A2 2, - o~ g2
_¢eDkt+DkZeDkt¢:feDkt N

dr
d( prx ~)_ = Dkt
& (e dl=fe .

Obé strany integrujeme v Case a opét upravime
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Dkl s J‘ DdeT =

~ ~ ~ 2
=gy DK 14 jo F(r.k)e P gy
Oznacime-li
exp[-Dk’*t]1=G, (3.507)

mame s vyuzitim relace (3.494) vztah
é= &Oé+j;f(t’,k)é(z _rk)dr =
J(9) = /'(¢o G)+e/'(¢ * G) =

9=0)*G + ¢ * G =
®) (%)

o=G*¢, + G * @.
(x) (%)
Nyni jiz zbyva jen urcit ze vztahu (3.507) Greenovu funkci G:

G= exp[—Dkzt] =

G(I X) ~—1(G)__J‘ —Dk?t —1kdek -
@)

1 _ : 2
G(t,x) = e |x[2 /4DtJ’e Di(k+ix/2D0) N
(27)

2 - N
G(1,x) = LNG—\ x|*/4Dt (J‘+ e_Dz§2 dé’) -
(27) -

1 5 ju N/2
Gltx) =Ll H
2r) Dt

G(t,x) = ! ex —|X|2
" (4rDpN? P\ Tapr |

V navazujici ucebnici [2] se budeme podrobnéji zabyvat difizi magnetického pole.
Obecné vztahy (3.504) a (3.506) ziskdme pfimym vypoctem. Greenova funkce popisuje
Casovy vyvoj pocatecniho Diracova impulzu. V tomto pfipadé vede na postupné se
rozplyvajici Gaussiv balik.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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3.9 Pfaffovy diferencialni formy

Urc¢ité si vzpominate na pojem malého pfirtistku funkce vice proménnych, neboli dife-
rencialu (viz kapitola 3.1). Napiiklad k funkci

Flony)=x*+)° (3.508)

je prvnim diferencidlem vyraz
df =2xdx+2ydy. (3.509)

Zkusme nyni tlohu obratit. Pfedstavme si, Ze napiSeme podobny vyraz jako je na pravé
strané rovnice (3.509) a budeme se ptat, zda existuje funkce, ke které by vyraz byl prv-
nim diferencialem. Naptiklad

dw;=2xdx+2ydy, (3.510)
dw, =2ydx+xy dy. (3.511)

K prvnimu vyrazu takova funkce existuje, jde o funkci (3.508), zatimco k druhému
vyrazu takovou funkci nikdy nenajdeme. Obecné vyrazy tohoto typu nazyvame Pfaf-
fovy diferencialni formy a zapisujeme je ve tvaru

do=a;(xq,....,xy)dx; +---+ay(xq,....x5)dxy (3.512)
nebo, pouzijeme-li tspornéjsi sumacni konvenci, ma zapis jednodussi tvar
> dw=a;(x)dx, . (3.513)

Polozend otazka tedy je: kdy je Pfaffova forma ve tvaru tplného diferencidlu néjaké
funkce? Odpovéd’ je velmi zajimava. VSechny diferencialni formy se déli na dvé veliké
skupiny. Prvni z nich neni ve tvaru Uplného diferencialu néjaké funkce a tento typ nema
zadné ,,hezké* vlastnosti. Druhy typ je ve tvaru Gplného diferencialu n&jaké funkce, ma
mnoho velmi elegantnich vlastnosti a velmi snadno se s nim pracuje. Proto matematici
i fyzici vzdy davaji prednost diferencialnim formam, které jsou ve tvaru tplného dife-
rencidlu. Zformulujme nyni tzv. vétu o péti ekvivalencich:

3.9.1 Véta o péti ekvivalencich

Necht' ma diferencialni forma dw = aydxy koeficienty, které maji spojité derivace do
druhého fadu v€etné. Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1) Existuje funkce f{(xi,..., xn) takova, ze forma je jejim prvnim diferencialem, tj.
koeficienty formy jsou parcidlnimi derivacemi této funkce:
a, = of . (3.514)
axk
2) Existuje funkce ¢ takova, Ze kiivkovy integral mezi dvéma body je jen rozdilem

koncové a pocéatecni hodnoty této funkce (nazyvame ji potencidlem diferencidlni
formy):
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B

[apdx, =9(B) - p(4). (3.515)
A

3) Kiivkovy integral mezi dvéma body nezavisi na kiivce (cesté integrace):
I a,dx;,  nezavisi na kiivee y . (3.5106)
4

4) Kiivkovy integral po jakékoli uzaviené kiivee z diferencialni formy je nulovy:

gﬁakdxk =0. (3.517)
5) Koeficienty formy splituji relace:
da 94 vk (3.518)
ax/ axk

Poznamka 1: Mame-li diferencialni formu, bud’ pro ni plati vSechny vlastnosti
vyjmenované ve vété o péti ekvivalencich, nebo zadna z nich. Neexistuje nic mezi-
tim. Proto se diferencialni formy déli na dvé disjunktni skupiny.

Poznamka 2: V dukazu véty by stacilo dokazat jen jednotlivé implikace ,,kruhem*
1=>2=:-=15. Tim je mozné se od kazdého tvrzeni dobrat ke kterémukoli dal-
Simu. Cely dukaz zde provadét nebudeme, omezime se jen na nekteré ¢asti.

Poznamka 3: Paté tvrzeni je vlastné navodem jak poznat ,,spravné“ diferencialni
formy, tj. formy ve tvaru tplného diferencialu. Ovéfime-li, Ze plati vlastnost 5),
plati uz i vSechny vlastnosti ostatni.

Poznamka 4: Ve fyzice bychom fekli, Ze koeficienty ay diferencidlni formy tvoii
konzervativni pole, napfiklad pole gravitacni. Ktivkovy integral z gravitacni sily
ma vyznam vykonané mechanické prace. Ta nezavisi na cesté mezi dvéma body,
po uzaviené kiivce je nulova, existuje potencialni energie a vykonana prace je roz-
dilem potencialni energie v koncovém a pocatecnim bod¢. I posledni podminka je
snadno interpretovatelnd. Pfevedeme-li oba ¢leny na levou stranu, dostaneme
| 2 aﬂ—ﬁzo proV k,1 .

a Xj a Xk
Nejde o nic jiného, nez o podminku, Ze rotace pole je nulova a jde tedy z hlediska
matematiky o nevirové pole.

Nazna¢me nyni diikaz nékterych implikaci véty o péti ekvivalencich:
Implikace 1 = 2

Zkusme najit ve fazovém prostoru (xi, ..., xy) integral z diferencidlni formy ve tvaru
uplného diferencialu mezi dvéma body A4 a B:

B
jdw jakdxk . jaf dxk—jdf=f<B>—f(A).
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Je-1i diferencialni forma ve tvaru Uplného diferencialu, potom jsou koeficienty dany
parcialnimi derivacemi funkce f'a vysledny integral je pouze rozdilem hodnot funkce f
v pocatecnim a koncovém bod¢. Hledanym potencidlem diferencidlni formy je tak sama
funkce f.

Implikace 2 = 3

Zalezi-li hodnota integralu jen na koncové a pocatecni hodnoté funkce £, nezavisi potom
na integracni kfivce. Je zcela lhostejné, zda integrujeme po kiivce %, % nebo % na ob-
razku 3.41.

D) D)

71

A 73 A

X1 X1

Obr. 3.41: Integracni cesty

Implikace 3 = 4

Uzavienou kiivku v pravé ¢asti obrazku si predstavime jako soucet dvou jednotlivych
kiivek. Musime ale davat pozor na orientaci kfivky, kterd méni znaménko kiivkového
integralu:

@dw:jdw+ j dw:jdw - j da)(i)o.
71 e) 71 72

Implikace 1 = 5:
Dtikaz je velmi jednoduchy a je zaloZzen na zaménnosti druhych derivaci funkce f:

aa_k“:i(a_f}i(a_f}ai

axl axl axk axk axl axk.

4 Priklad 3.48: Diferencialni forma 1

Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:
do=2xydx+ xzdy .

Z vlastnosti (3.518) véty o péti ekvivalencich nalezneme , kiizové* derivace

da da
a, =2xy; a,=x = x=2x; z

dy ox

=2x.
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Obe¢ derivace jsou si rovné a diferencidlni forma je proto ve tvaru uplného diferencialu.
Snadno ov¢tite, ze jde o Uplny diferenciél funkce

fx,y)=x"y.

4 Piiklad 3.49: Diferencialni forma 2

Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:

do="dv+dy.
Yy
Pro , kiiZzové™ derivace mame:
da da
ax=£; ay=1 = x=—%; L =0.
y dy y ox

Derivace si rovny nejsou, a proto diferencialni forma neni ve tvaru Gplného diferencidlu
a neexistuje funkce f takova, Ze by forma byla jejim prvnim diferencialem.

Ne vsechny diferencialni formy, které nejsou ve ,,spravném® tvaru je vSak tfeba zatratit.
Nékteré znich lze snadno ,napravit“. Formu z pfikladu 3.49 lze upravit tak, ze ji
vynésobime funkci y:

d0'=yda)=y[£dx+dy}=xdx+ydy.
y

Nova diferencialni forma zjevné ma potencial a je diferencidlem funkce (x2 +)2)/2.
Zjistime-li, ze diferencialni forma neni ve tvaru uplného diferencialu, mizeme se poku-
sit najit tzv. integracni faktor x, aby nova forma

do=u(xy,...,xy)dw (3.519)
Jjiz byla ve tvaru uplného diferencialu. To se ale bohuzel ne vzdy musi podafit, zejména
u diferencialnich forem mnoha proménnych je hledani integracniho faktoru mimotadné

obtizné. Pro diferencialni formy s poctem proménnych do tfi ale existuje integracni
faktor vzdy, jak plyne z nasledujici véty.

3.9.2 Véta o existenci integraCniho faktoru

Véta: Pro n <3 existuje vzdy integracni faktor Pfaffovy diferencialni formy.

Diikaz: Zkoumejme, zda je nova forma do = u(xy, ... , xy)ar(x1, ... , xn) dx; ve tvaru
uplného diferencidlu. Hledame tedy funkci £, jiz je nova forma uplnym diferencidlem, tj.
9/
——=ua,.
9x, Hay

To bude mozné tehdy, kdyz si budou rovné kiizové derivace koeficienti:
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MGy MGk
axl axk

Z té&chto rovnic je tfeba urcit integracni faktor. Aby byla tloha feSitelna, nemlze byt
jejich celkovy pocet vétsi nez dimenze fazového prostoru N:

N _
[2]<N = W<N = N<3.

Pro diferencialni formy s vice nez dvéma proménnymi nemame obecné existenci inte-
gracniho faktoru zadnym zptsobem zarucenu. Existuji i sofistikovanéjsi véty, které za
urc¢itych podminek umoziuji existenci integracniho faktoru ve vice dimenzich (napfi-

klad Caratheodoéryho princip), ale ty jdou nad ramec této ucebnice.
u

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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3.10 Dulezité vztahy

3.10.1 KuZelosecky

Elipsa

Elipsa je mnozina bodl v roving, které maji stejny soucet vzdalenosti od dvou pevné
zvolenych bodd, tzv. ohnisek.

(x, )

Obr. 3.42: Elipsa
V kartézské souradnicové soustavé ma rovnice elipsy tvar (osa y vede jednim z ohnisek)

(x+e ToyY?
> ; ) + [Zj -1. (3.520)

Veli¢ina e se nazyva excentricita, a je velka poloosa, b je mala poloosa. Mezi témito
parametry existuje jednoduchy vztah (viz obrazek)

> a’=e* +b°. (3.521)
PfepiSme tuto rovnici do polarnich soufadnic
X=rcosQ; y=rsing. (3.522)

Po dosazeni (3.522) do (3.520) ziskame kvadratickou rovnici pro r, ktera ma feseni

B —bzecos¢ib2\/e2 cos’ ¢+b2 cos’ o+ a’ sin? Q

b? cos? o+ a’ sin’ Q

Reseni s minus je nepfijatelné, nebot’ by vedlo na zapornou hodnotu radialni vzdale-
nosti. Ze vztahu vylou¢ime malou poloosu b za pomoci vztahu (3.521):

r_—(az—ez)ecos(p+(a2—ez)a_ (612—62)(a—eCOS¢) B
a® —é® cos’ (a—ecos@)(a+ecosp)

_a* -t all-(ela)’]
a+ecosp 1+(ela)cosp’
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Vysledna rovnice elipsy tedy je

> r=—2P . e=cla=y1-(bla)®; pEa(l—Ez). (3.523)
1+&cosg

Pro elipsu je ¢ <1, p>0. Veli¢ina ¢ se nazyva numericka excentricita a jde o bezroz-
meérny parametr charakterizujici protahlost elipsy. Obsah elipsy ziskame preskalovanim
soufadnicovych os tak, aby poloosy byly stejné veliké a elipsa se stala kruznici:

> S =rab. (3.524)

Hyperbola

Hyperbola je mnozina bodi v roving, které maji stejny rozdil vzdalenosti od dvou pevné
zvolenych bodd, tzv. ohnisek.

(x, )

6‘5_‘///))
O/O
()
Obr. 3.43: Hyperbola

V kartézské soufadnicové soustavé ma rovnice hyperboly tvar (osa y vede jednim z oh-
nisek hyperboly)

xte) y 2
> ( - j - [Zj =1. (3.525)

Veli¢ina e se nazyva excentricita, a je velkd poloosa, b je mala poloosa. Mezi témito
parametry existuje jednoduchy vztah (viz obrazek)

> a’ +b* =, (3.526)
Postupem zcela analogickym jako u elipsy odvodime rovnici hyperboly v polarnich

soufadnicich. Vysledna rovnice hyperboly je

- P .
1+ecos¢’

SEe/a=\/1+(b/a)2 ; pEa(l—Ez).

Pro hyperbolu je ¢ > 1, p <0. Veli¢ina ¢ se nazyva numerickd excentricita a jde o bez-
rozmérny parametr charakterizujici tvar hyperboly. Pokud budeme pozadovat, aby pla-
tilo p > 0, tj. zavedeme p = |a(1—€2)|, bude ve jmenovateli namisto +1 hodnota —1.

(3.527)
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Parabola
Parabola je mnozina vSech bodii v roving, které maji stejnou vzdalenost od ohniska a od
fidici ptimky.

| Ay

fidici pfimka

<

p2\ p2|F X

=N

Obr. 3.44: Parabola

V kartézské souradnicové soustavé ma rovnice paraboly tvar (osa y vede ohniskem)
> 32 =2p(x+§j. (3.528)

Postupem analogickym jako u elipsy a hyperboly odvodime rovnici paraboly v polar-
nich soufadnicich. Vysledna rovnice paraboly je

> r=— P . eoyl. (3.529)
1+€&cosg
Znaménko ,,+ plati pro parabolu symetrickou kolem svislé osy y, znaménko ,,—,, pro

parabolu symetrickou kolem vodorovné osy x. Rovnice vSech kuzelosecek maji tedy
stejny tvar:

|€| <1 elipsa,
> r= 1# : le[>1 hyperbola, (3.530)
Tecosg |€| =1 parabola.

3.10.2 Trigonometrie

Jednoduché definice

tgx =Y (3.531)
COsSXx

coSx
ctgx =

, (3.532)

sin x
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cosecx =——, (3.533)
sin x
secx = , (3.534)
cos x
chx = XRO)*Xp(=D) (3.535)
2
shx=w. (3.536)
2
cos.x = 200X +26Xp(_1x) , (3.537)
sin x = ZP00) —exXp(i) (3.538)
21
Souctové vzorce
sin(x* y)=sinx cos y£cosxsiny, (3.539)
cos(xty)=cosxcosyFsinxsiny, (3.540)
tgxtt
tg(xty)=—or=EL (3.541)
I¥tgxtgy
tct, tgy—1
ctg(xty)=——8r T8V (3.542)
ctgxFctg y
sinx+siny = 2sin X cos 52, (3.543)
sinx—siny:2cosx+Ty sinx_Ty, (3.544)
COSX+COoSy = ZCos”Ty cos 5=, (3.545)
COSX—Ccos y =—2 sinﬁTy sin 5% . (3.546)
Dvojnasobny uhel
sin2x =2sinx cosx, (3.547)
cos2x =cos’ x —sin’ x , (3.548)
2
tg2r=—2X_ (3.549)
1-tg” x
2
-1
ctg2x =8 Y (3.550)



366 Matematika pro fyziku
Polovi¢ni uhel
sin ¥ =+ [1Z608X (3.551)
2 2
cos X =+ [LHCOSX (3.552)
2 2
(znaménko se urci dle kvadrantu)
tgle—'cosx: sin x ’ (3.553)
2 sin x I+cosx
ctg£= sin x =1+.cosx (3.554)
2 l-cosx sin x
Druhé mocniny
cos’ x+sin’x=1, (3.555)
cos? x—sin’ x = cos 2x, (3.556)
ch?x—sh®x=1, (3.557)
5 1
cos” x = 5> (3.558)
I+tg” x
.2 1
sin” x = ————, (3.559)
I+ctg” x
cos? x = 1T 082X (3.560)
2
sin? x = 1 2C082% (3.561)
2
Prevod na tg(x/2) a cotg(x/2)
. 2 2 2 2
sin x = tg(;‘/ ) _ Ctg(;‘/ ) (3.562)
1+tg“(x/2) 1+ctg”(x/2)
1-tg?(x/2) ctg?(x/2) -1
COSX = 5 =— . (3.563)
1+tg“(x/2) ctg”(x/2)+1
Posuny o /2
sin(x—%) =—cosx, (3.564)
cos(x—ﬁ) =sinx, (3.565)

2
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tg(x—%):—ctgx, (3.566)
otg(x—Z)=—tgx. (3.567)

3.10.3 Operatory v kiivocarych souradnicich

V mnoha aplikacich nevystacime s kartézskymi soufadnicemi, ale potfebujeme vyuzit
kiivoc€ary soufadnicovy systém (soufadnicové plochy nejsou roviny). Kartézské soufad-
nice budeme oznacovat r = (x, y, z) nebo x = (x1, x2, x3). Kterou notaci vyuZzijeme, za-
visi jen na tom, zda potfebujeme osy Cislovat, ¢i nikoli. Oba zapisy jsou ekvivalentni.
Obdobné v kiivocarych soufadnicich budeme psat jednu z moznosti r = (1, v, w) nebo
q=(q1, 92, q3). VSechny Ctyfi zapisy popisuji soufadnice téhoz mista, prvni dva v kar-
tézském soufadnicovém systému, zbyvajici v kiivocarém. Vektor mizeme chapat jako
rozdil soutadnic dvou blizkych bodl (v kartézském svété tyto body nemusi byt blizko,
v kfivo€arych soufadnicich ano). Transformace soufadnic potom vyjadiime takto:

ox

4 = dx :jdfh =Ty d; ; (3.568)
!

. d

A, =dg, =%dxl =Uy4,. (3.569)
/

Slozky vektoru bez vinek jsou kartézské, slozky s vinkami kfivocaré. Od jednéch ke
druhym se transformujeme linedrni transformaci, tj. slozky vyjadfené v jedné soustavé
jsou linearni kombinaci slozek vyjadienych v soustavé druhé. Transformacni matice T
a U se nazyvaji Jacobiho matice pfisluSnych transformaci:

Ty Egﬁ; (3.570)
7

Uy zgﬂ. (3.571)
X

Obe¢ transformace jsou navzajem inverzni, tj. plati:

axk aq axk
T-U), =——"L=—L=7,. 3.572
( )k] aqn Bxl axl Kl ( )

Soutadnicové plochy v kiivocarych soufadnicich (ve 2D soufadnicové linie) jsou dany
izoplochami
qy = const. (3.573)

Krivocaré souradnice a Laméovy koeficienty

Nakresleme si nyni soufadnicovou sit’ dvou kiivoc€arych soufadnic u, v. Kolmice na
soufadnicovou plochu u = const bude ddna gradientem n = 0u/Or a na obrazku je ve
zvoleném misté zakreslena cervenym vektorem. Naopak tecna z daného bodu vedena
podél druhé soufadnicové linie bude dana vektorem T = Or/0u:



368 Matematika pro fyziku

> n=vy = _[ou ou oul (3.574)
or \odx dy oz
> L A (3.575)
ou \ou Ju du

Slozky obou vektort jsou tvofeny prvky Jacobiho matic. Orientace je zakreslena na
obrazku. Cerny je kolmici na soufadnicovou plochu, Sedy je tecnou k soufadnicové linii.

or/ou

Obr. 3.45: Neortogonalni (nalevo) a ortogonani (napravo) soustava

Ani jeden z téchto vektori neni normovany a mifi riznym smérem, nebot’ nakreslena
soufadnicova soustava neni ortogonalni. Vhodnou kombinaci soufadnic 1ze vzdy doséh-
nout ortogonalnosti (soufadnicové plochy a linie se protinaji pod pravymi thly). Zajis-
tuje to tzv. Schmidtovo ortogonaliza¢ni lemma. BéZzn¢ pouzivané valcové a sférické
soufadnice ortogonalni jsou. Proto se v dal§im textu omezime jen na ortogonalni sou-
fadnice, v nichz oba vySe zminéné vektory (normala k soufadnicové plose a te¢na k sou-
fadnicové linii) maji stejny smér a mifi ve smeru jednotkového vektoru e,. Vzhledem
k tomu, Ze skalarni soucin vektori n a T danych je zjevné roven jedné, miizeme psat:

> T=hey (3.576)

> n=—e,. (3.577)
Skalovaci parametr 4, se nazyva Laméiiv koeficient a vyjadiuje kolikanasobné je teény
vektor delsi nez jednotkovy. Pokud jednotkovy vektor vynasobime Laméovym koefici-
entem, ziskame vektor T, pokud ho vydélime timto koeficientem, ziskame vektor n (oba
nyni mifi stejnym smérem). Koeficienty jsou pojmenovany podle francouzského mate-
matika Gabriela Lamého. V obecném piipadé jsou Laméovy koeficienty dany vztahy
(dale v této kapitole nepouzivame sumacni konvenci)

5 = e, . (3.578)
9qy,

Odsud okamzité mame vztahy pro jednotlivé Laméovy keficienty

2 2 2
> PR (5.0 B 0 ) AN (3.579)
a(Ik gy Igy,
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Mame-li k dispozici pfislusné vztahy pro ptrechod od kfivocarych ke kartézskym sou-
fadnicim, mizeme okamzité urcit Laméovy koeficienty. Mnohdy je ale pohodIngjsi
Laméovy koeficienty urcit geometricky, tj. ze vzdalenosti dvou blizkych bodu:

dl = idql +idq2 +aa_rdq3 = hleldql + thdez + h3e3dq?’ . (3580)

391 892 q3

Pro vzdalenost potom mame

> dl = \[13dgy? +13dgy” + hdgs’ (3.581)

Je jasné, Ze jde o zobecnéni Pythagorovy véty, pod odmocninou jsou druhé mocniny
jednotlivych odvésen (ve 3D) a u nich diky kiivocarosti soufadnic stoji jako koeficienty
Laméovy skalovaci parametry. Pravé tento vztah umoziuje uréovat Laméovy koefici-
enty geometricky. Posuneme-li se infinitezimalné ve sméru k-t¢ soufadnice, zmeni se
vzdalenost jako

dly, = hy dgy. (3.582)

Postupné se tedy budeme posouvat s bodem ve sméru jednotlivych soufadnicovych linii,
uréime prislusnou vzdalenost a ,,odeéteme* si pfislusny Lamétv koeficient.

Kartézské souradnice (x, y, z)
V kartézskych soutadnicich tvofi soufadnicové plochy navzajem kolmé roviny a posu-
nuti ve sméru jednotlivych soufadnicovych os jsou

dl, =dx = h =1
> di, =dy = hy =1 (3.583)
dl, =dz = h =1

S témito koeficienty ziska Pythagorova véta (3.581) bézny tvar: vzdalenost dvou bodt
(ve 3D uhlopficka kvadru) je soucet druhych mocnin rozdild vzdéalenosti (hran kvadru).

Valcové souiadnice (7, ¢, z)

Valcové soufadnice maji preferovanou osu. Vzdalenost od této osy znac¢ime 7 a je prvni
soufadnici. Plochy konstantni soufadnice r jsou soustiedné valcové plochy. Druhou
soufadnici je azimutalni uhel méfeny kolem osy od néjakého pocatku. Oznacujeme ho ¢
a je druhou soufadnici. Plochy konstantniho azimutalniho uhlu tvoii v&jif rovin, jimiz
prochazi osa. Posledni soufadnici je vzdalenost méfena podél osy, oznaCujeme ji z.
Plochy konstantni soufadnice z tvofi roviny kolmé na osu. Soustava vsech tii ploch je
ortogondlni, tj. kazda je kolma na kazdou. Jednotlivd posunuti a pfislusné Laméovy
koeficienty jsou (viz obrazek):

7

¥
e

z = const
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i, =dr = h =1
> di, =rdg = hy=r (3.584)
dl, =dz = h, =1

Sférické souiadnice (7, ¢, 6)

Sférické souradnice vyuzivaji preferovanou osu s pocatkem, jimz prochazi zakladni
soufadnicova rovina. Zpravidla se za preferovanou osu voli kartézska osa z a za za-
kladni rovinu kartézska rovina (xy). Prvni soufadnici je vzdalenost daného mista od
pocatku, oznaujeme ji r. Soutadnicové plochy s konstantnim r tvofi povrchy soustied-
nych sfér. Druhou souradnici je azimutalni thel ¢ méfeny v zékladni soufadnicové
roviné. Pokud vznikla z kartézskych soufadnic, méfi se azimut od osy x. Soutfadnicové
plochy s konstantnim azimutem tvoii v&jif rovin se spolecnou pfimkou, kterou je osa
soufadnic. Posledni soufadnici je odklon od osy z oznaovany 6. Soutadnicové plochy
tvofi soustava riizné rozevienych kuzell s vrcholem v pocatku. Soustava vSech tii sou-
fadnicovych ploch je ortogonalni, tj. kazda je kolma na kazdou. Soutadnice tvoii radi-
alni vzdalenost a dva uhly. Jednotliva posunuti a prislusné Laméovy koeficienty jsou
(viz obrazek):

z
D
do 0 X 2
Q
=pdp v o2
=rsin 0 dg
-
do
dl, =dr = h. =1
> di, =rsinfde = hy, =rsin@ (3.585)
dlg =rdé = hg =r
Gradient
Vyjadfeni gradientu v kiivocarych soufadnicich je viceméné ptimocaré:
Yoy S a1, (3.586)
ar A qu ar I aqk hk
> v Lo 1 d 19| (3.587)
hy 9qy hy g5 h3 g3

V kartézskych, valcovych a sférickych soufadnicich po dosazeni mame:
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kartézské Vf = 31,31,31];
X dy oz

| 2 valcové Vf = 81,1’81 ; (3.588)
or ro@ oz
vo| YL ¥ I
or rsin@de radl

sférické

Divergence

V kartézskych soutadnicich jsme divergenci zavedli jako test na zdrojovost poli. Inte-
grovali jsme tok pole pies maly hranol, ktery jsme poté limitné zmensili k nule. Vedlej-
$im produktem vypoctu byla Gaussova véta

@K-dszﬂjdivK av, (3.589)
002 Q

kterd je zapsana nezavisle na volbé soutadnicového systému. Aplikujme ji v kiivoca-
rych soufadnicich na maly kiivosténny kvadr X, jehoz stény tvofi souradnicové plochy.

hAq,
Pozdgéji tento kvadr limitné zmensime k nule, tj. do bodu, v némz divergenci pocitame:

divK = lim L K-dS. (3.590)
AV—=0 AV 3%

Takovato definice divergence kopiruje definici z kartézského soufadnicového systému,
ale je na volbé soufadnic nezavisla. Divergence ma vyznam hustoty toku pole
elementarnim kvadrem. Vzhledem k limitnimu zmens$ovani objemu muizeme tok pole
nahradit souc¢tem tokd pies jednotlivé stény kvadru:

1 &
divK= lim — ) K-AS,. 3.591
v AV -0 AV,Z:l k ( )

Vypocet je relativné pfimocary, proto ho ukazeme jen pro dvojici st€n kolmou na prvni
osu (pravou a levou). Na obou plochach se do toku zapocitava jen slozka pole K;, na
pravé stén€ je tok kladny (vnéj$i normala mifi ve sméru slozky pole K;), na levé strané
zaporny:

divK = lim [Kl (B)hy (B)Ag, h3(B)Ags — K (A)hy (A)Aq, by (A)Ags +] -
AV =0 hlAql thqz h3Aq3
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vk = Tim L[ KB B B) =K (A (A) h(A)
AV —0 h1h2h3 Aql
dK;[M}
hyhyhy dq

Pfispévky zbyvajicich dvojic stén miizeme bud’ spocitat obdobné, nebo doplnit z cyk-
lické zamény index:

) b K. Ol K, OohihK
> divK =— F“u Sl (3.592)
hyhyhs dqy 9q; dq3
Toto je obecny vztah pro divergenci. Pro nase tfi pfipady mame
oK
kartézské divK = s SRl SR dS -
ox dy oz
K K, oK
>  valcové i 8 1 #5 (3.593)
roor r dp oz
2 oK .
sférické divK = 1 8@ ) 1 . 1 a(smé?Kg)_
2 o rsm6 dp rsin@ 90
Laplacetv operator
Laplacetv operator plsobici na skalarni funkci 1ze vyjadfit jako
Af =divVy. (3.594)

Tento zapis nezavisi na volbé soufadnic a Laplacelv operator je tedy mozné zkonstruo-
vat z predpisu pro gradient a predpisu pro divergenci:

hh hih
> oap= L [ 9[lh K +i(—3 1%}1(_1 28&] . (3.595)
hyhyhy aCh hy 9q, dg,\ hy 9q, dg3 \ hy dgs

Pro nami sledované systémy je vysledek

2 2 2
kartézské Af= af af S

| dy PR
2
» valcové Af= li ai __f+8f (3.596)
ror or ;2 8(/) o2
2
sférické Af=s B2, 1 f 1 0 0¥

2or or r*sin® @ 9p®  r*sin’ 039 26

Z vektorové identity VK = V(V-K) - Vx(VxK) lze urit také piisobeni Laplaceova
operatoru na vektorové pole. Odvozeni této operace pfenechavame Ctenafi.
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Rotace

U posledniho ze zakladnich operatort budeme postupovat obdobné jako u divergence.
V kartézskych soufadnicich jsme divergenci zavedli jako test na virovost poli. Integro-
vali jsme cirkulaci pole pfes hranici malého obdélniku, ktery jsme poté limitné zmensili
k nule. Vedlej$im produktem vypoctu byla Stokesova véta

¢ K-di=[[(rotK)-ds, (3.597)
y=0S S

ktera je zapsana nezavisle na volbé soufadnicového systému. Aplikujme ji nyni v kiivo-
carych soufadnicich na maly kiivohranny obdélnik O, jehoz hrany tvofi soufadnicové
linie. Pozdéji opét tento obdélnik limitné zmensSime k nule, tj. do bodu, v némz rotaci
pocitame:

hAg,
Vysledkem je definice £-té slozky rotace nezavisla na volbé soufadnicové soustavy:

(rotK), = lim 1 K-dl. (3.598)

AS; >0 AS), =30
Rotace ma vyznam plosné hustoty cirkulace pole elementarnim obdélnikem. Omezime
se na vypocet prvni komponenty, pro kterou je obrazek pfipraveny, u ostatnich bychom
postupovali obdobné, nebo vyuzijeme cyklickou zdménu. Vzhledem k limitnimu zmen-
Sovani objemu mtizeme tok pole nahradit souc¢tem tokut ptes jednotlivé stény obdélniku:

1 &
rotK), = Iim — » K-Al,. 3.599
( ) AS;—0 AS, kz::l k ( )

Vypocet je relativné pfimocary. Integracni kiivku tvofi hranice obdélniku, orientovana
musi byt v matematicky kladném smyslu (proti sméru pohybu hodinovych rué¢i¢ek. Na
pfislusnych hranach obdélniku se do cirkulace zapocitava jen slozka orientovanad ve
sméru hrany, a to kladné, mifi-li ve sméru integracni kiivky a zdporn€, miti-li naopak:

(rot K) - lim K, (A)hy (A)Ag, +K5(B)i (B)Ag; K (C) iy (C)Ag, —K 5 (D) A3 (D)Ag _
b asi-0 hyAqysAgs

i L [Ks(B)hz(B)—K3(D)h3(D) B K2<C)h2<C>—<K2<A>h2<A)}:
AS1—0 Myl Ag, Aqj

R {ah3K3_ah2K2}
hyhy | 9q, 93 .
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Obecny vztah pro vSechny tfi slozky rotace tedy bude:
K
(totK), = 1 [8h3 s athz}
hyhs | 0q, g3
oh, K oK
> (rotK), = L | SR ohks | (3.600)
h3hy | 943 9q,
K. oh K
(rotK), = L |\ K, o L.
hihy| dq, dq,

V kartézskych, valcovych a sférickych soufadnicich mame

oK oK
kartézské rotK = e Sty S —aKZ, y —aK" ;
dy 0z dz ox dx 9y
oK
» valcové rotK = ok, z aK’—aKZ, 1i(rK¢,)—laK’ ;. (3.601)
rop dz dz or ror r 0@
: i(sinHKq,)— L 9Ky
rsiné 00 rsin@ de
sférické rotK = ;BKV —li(rK ),
rsin@ dp ror 7
10 1 0K
9 K)o
r or (Ko r 060

3.10.4 Nékteré integraly a rady

Ve vztazich je oznaceno n!=n(n—1)...1; nll=n(n-2)(n-4)...1.

< !
x' e x=——; a>0; n=12,... .
e dx=— 0 1,2 (3.602)

0 a

< 2 —nn

sz"e*“x dx=M; a>0; n=12,... (3.603)
2}1+1a(2n+1)/2

0

< 2 |

2+ e ™ dx=—""r a>0; n=012,... (3.604)
2an+1

0

=

2
j e dx:\/g; a>0  (Gausstv integral) (3.605)
a
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Te_axzdle\/i
0 2\Na’

T 2 /7; 2
J'eax+bxdx= _eb/4a; a>0
a

jﬁ dr= —arccos(gj
J'\/idx ash( j

X
J—dx= a’+x*

a® +x*
w3
[=—dx=5.6822;
0 e +1
[ g
ve -1 15’
S 1 N o
Z q =—; | q | <1 (soucet geometrické fady)
n=0 1 -ygq
Vo= 2N R2N /A . . 1 ,
N =7 R/N! (objem koule v sudém poctu dimenzi)

Vypocet Gaussova integralu

(3.606)

(3.607)

(3.608)

(3.609)

(3.610)

(3.611)

(3.612)

(3.613)

(3.614)

Gausstv integral lze snadno uréit za pomoci jednoduchého triku, pfi kterém tento in-
tegral prevedeme na integral pfes nekonecnou rovinu v polarnich soutadnicich. Jednot-

livé kroky jsou pfimocaré, proto je nebudeme komentovat:

T e = \/[T e’ de[T e’ de =
[Fer a Fer o] [T
ly _U e dxdy
—oo —oo RXR,

22, <2
2\/_['[6_0” rdedr =\/27rje_’" rdr
00 0

Posledni integral snadno vypo&teme za pomoci substituce ¢ = oz, vysledek je
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+oo ) o
je—“x de == (3.615)
o

—oo

Vysledek snadno upravime na integraci (3.606) pouze od nuly do nekonecna. Opakova-
nym derivovanim vztahu (3.606) podle parametru a ziskame vztahy (3.603) pro sudé
mocniny. U lichych mocnin je postup stejny. Snadno vypodéteme integral (3.604) pro
n = 0. Vys$§i mocniny ziskame opét derivovanim podle parametru a.

Vypocet integralu ve Stefanové-Boltzmannové zakoné

o,

Vyraz v kulaté zavorce lze interpretovat jako souéet geometrické fady s kvocientem
q=ext.

Hledany integral nejprve upravime do tvaru:

oo

0

oo

Ieil I[ Ze ”de—j( Z ‘(”“)x]dx:

0 0 n=0

Il
O — 8

Y e ldx= ) jx3 e " dx.
n=1 n=1 ¢

Posledni integral je snadno feSitelny. Ttikrat po sobé provedeme integraci per partes,
¢imZ budeme postupné snizovat mocninu x, a nakonec provedeme jednoduchou integra-
ci exponencidly. Vysledek je

j i %. (3.616)

o€ —1 n=1 N

Zbyva urcit soucet Riemannovy fady na pravé strané rovnosti. Nejprve uréime soucet
jednodussi fady s druhymi mocninami, teprve poté fady se ¢tvrtymi mocninami. Nalez-
neme tedy postupné soucty

M

1 =1
=2 5 S=) - (3.617)
n n=1 N

n

v “r . , “ ) 4 .
Oba soucty snadno uréime z Fourierovych fad funkci x” a x* na intervalu <—z, +7>:
)

=T+Z( )" —cos(nx)

n=1

(3.618)
=—+2( 1y (8” 48]cos(nx)
n

Po dosazeni za x =« dostaneme z prvniho rozvoje hodnotu S, a z druhého hodnotu S,
(pti vypoctu budeme potiebovat hodnotu Sy):
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2 4
V4 V4
S, ="; S, == 3.619
277 4750 ( )
Pro hledany integral tedy plati:
< 3 oo 4 4
[T—dax=y %=6S4_6”—=—
Oex 1 n=1 N 90 15
Vysledkem integrace je
< 3 4
j dx="— (3.620)
e’ -1 15
0
3.10.5 Rozvoje nékterych funkci
2 3 4 5
exple+x+—+x—+x—+x—+ (3.621)
2! 31 41 5!
2 4 6 8
chx=l+ 4+ 42 42 4. (3.622)
2! 41 6! 8!
2 4 6 8
cosx=l-2 4% X X 4 (3.623)
21 41 6! 8!
3 5 7 9
shxzx+—t b 42 1 (3.624)
31507 9l
3 5 7 9
sinx=x——+ - X 4. (3.625)
o5t 7 9l
% =14x+x2+x0 4 (geometricka fada, x < 1) (3.626)
-Xx
2 X
In(l+x)=x——+—F"-- (3.627)
2 3
2 .3 4 5
5x7  Tx
tx=142-2 42 2% 0 3.628
2 8 16 128 256 ( )
1 & min’ (r,r") . .
= F(cosb); B jeLegendrelv polynom (3.629)

| r-r'| 3 max’*! (r,r)

oo000000000000000000000000o



Seznam symboli




Seznam symbolii

379

IS T Y

ch
cos
cosec
ctg

m
Ckl

ot
((/

AR

jednotkova matice

velka poloosa elipsy
argument sinu hyperbolického
arkustangenta

argument tangenty
hyperbolické

vektory krystalové miize
anihila¢ni operator
kreacni operator
amplituda,

dynamicka proménna,
mechanicka prace
¢tyfpotencial pole
vektorovy potencial,
vektor posunuti

matice koeficientu,
matice stability

operator k dyn. prom. 4
atraktor

amplituda pravdépodobnosti
Airiho funkce Ai

vektor momentu hybnosti
vektory reciproké miize
mala poloosa elipsy,
moment hybnosti,

anihila¢ni operator

kreaéni operator
magneticka indukce
Airiho funkce Bi
rychlost,

rychlost svétla
kosinus hyperbolicky
kosinus

kosekans

kotangenta

strukturni koeficienty Lieovy

algebry

projekce anihil. operatoru
projekce kreac. operatoru
kapacita

cirkulace pole,

limitni cyklus,

komplexni ¢isla

prostor komplexnich trojic
prostor komplexnich N-tic

div

~e 3o obge

exp
E ¢

Qo 03 M

St b‘n

Sul=s

TXRNE

determinant

divergence

element miry
diferencialni forma
koeficient diftize

indukce elektrického pole

operator derivace

husté pokryta mnozina
Eulerovo ¢islo

elementarni néboj,
excentricita

jednotkovy vektor
exponenciala

energie

elektricka intenzita
frekvence,

funkce,

pocet stuptiti volnosti

sila

slozky sily

Fourieriva transformace
tenzor elektromagnetického
pole

tihové zrychleni

velikost tthového zrychleni
stupen degenerace
metricky tenzor
aproximace Chandrasek-
harovy funkce,

gravitacni konstanta,
Greenova funkce,
integralni helicita

vektor posunuti v k-prostoru
Planckova konstanta,
priftstek

utlum v bariéte
redukovana Planckova
konstanta

intenzita magnetického pole
Hamiltonova funkce,
vyska

Hermitdv polynom

hustota energie

Hilberttv prostor

hustota helicity

Hamiltondv operator
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[}ﬂ

Im
I3
io

S

Im

=

muxmEw

elektricky proud,
intenzita,

izospin,

moment setrvacnosti
jednotkova matice
modifikovana Besselova
funkce prvniho druhu
imaginarni ¢ast
projekce izospinu
proudova hustota,

tok naboje

Ctyftok

adiabaticky invariant,
vazbova konstanta
Besselova funkce prvniho
druhu

invariantni mnozina
rychlost reakcee,

tuhost oscilact,

velikost vlnového vektoru
vilnovy vektor

vlnovy ctyfvektor
integracni konstanta
mezikruzi

modifikovana Besselova
funkce druhého druhu
vedlejsi kvantové ¢islo,
vzdalenost

pfirozeny logaritmus
prostor posloupnosti
Lagrangeova funkce,
moment hybnosti,

Sitka bariéry,

vzdalenost

vektor momentu hybnosti

operator momentu hybnosti
prostor funkci
Lagrangeovy body

hustota Lagrangeovy funkce,
indukénost,

Laplacetv obraz

hmotnost,

magnetické kvantové ¢islo
magnetické spinové ¢islo
vektor magnetizace
hmotnost,

magnetizace

TESE

==

< 2)2)

T RRT T

le

AN

q, gk

rot

5 =

DR AR

o =

inf

generator rotaci
oteviend mnozina
uzaviend mnoZzina
koncentrace,

hlavni kvantové ¢islo
normalovy vektor
pocet castic,

pocet parametrd
operator poctu ¢astic
operator hustoty ¢astic
vektor hybnosti
hybnost,

parametr kuzelosecky,
tlak

elektricky dipolovy moment
magneticky dipélovy moment
Ctyrhybnost

vektor polarizace
hybnost,

polarizace,

polarizace fotonu,
pravdépodobnost
Legendreiv polynom
Legendretiv piidruzeny
polynom

hustota hybnosti pole

projekéni operator,
operator vymeny castic
zobecnéné soufadnice
naboj,

teplo,

zobecnéna soutadnice
radialni vzdalenost,
polomér

polohovy vektor
rotace

koeficient odrazu,
pocet vazeb,
Rayleighova funkce
elektricky odpor
realna Cisla

prostor realnych trojic
prostor realnych N-tic
Larmortiv polomér
rotacni matice

matice infinitezimalni rotace
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Re
Rez
K

sec
sh
sin

Qe ¢ »
9%

N~ o

< R

realnd cast

reziduum funkce

spin,

vzdalenost

smérovy vektor

sekans

sinus hyperbolicky

sinus

akce,

matice rozptylu,
podivnost,
transformacéni matice
skalarni ¢ast kvaternionu
operator spinu

plocha

podivny atraktor
Schwartziv (Soboleviiv)
prostor

matice prechodu

cas

absolutni teplota,
kineticka energie,
koeficient propustnosti,
perioda,

teplota

operator kinetické energie
temperovana distribuce

tenzor energie a hybnosti
rapidita,

hustota vnitini energie
rychlostni pole
transformacni matice,
vnitini energie

okoli bodu

operator casového vyvoje
rychlost

mixazni matice,

objem,

potencialni energie
vektorova ¢ast kvaternionu
Value Principal

(hlavni hodnota integralu)
hustota potencialni energie,
vytvorujici funkce

linearni vektorovy prostor

operator potencialni energie

=

RS

S

operator viridlu
pravdépodobnost
energie

soufadnice

polohovy vektor
udalost

chaoticka mnozina
soufadnice

hypernaboj

Besselova funkce druhého
druhu

kulova funkce
komplexni proménna,
soufadnice

stupen ionizace
koeficient,

konstanta,

thel

Diracovy matice
konstanta,

relativisticky koeficient v/c,
Diracova matice
integracni cesta,
Lorentzv faktor
Diracovy matice
bazové matice
Diracova distribuce,
Kroneckeruv symbol,
parametr rovnice,

uhel (faze viny)
konecny piirustek,
Laplacetv operator
energie jednoho stavu,
leva strana rovnic,
Leviho-Civitiv tenzor,
numericka excentricita,
permitivita,

fidici parametr

vlastni vektor

odklon od osy z
elektricka susceptibilita,
konstanta v KG rovnici,
soucinitel tepelné vodivosti

charakteristické (vlastni) ¢islo,

Ljapunoviv exponent,
parametr,

vlnova délka,
zemepisna Sitka
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A Lorentzova matice i bazové matice
u bezrozmérna hmotnost, 0 faze,
integraéni faktor, obecné pole,
permeabilita, thel,
redukovana hmotnost stav systému
v frekvence, kmitocet, @ operator pole
radiélr}i kvantové éislo, é faze,
Vlnov,a ful}kce neutrina fazovy prostor,
v norméalovy vektor chybova funkee,
§.¢ fazova promeénna, skalarni potencial,
bezrozmérny parametr, tok pole
pomocna proménna X magnetickd susceptibilita
T kanonicky sdruZené pole v Chandrasekharova funkce,
p hustota, stav systému,
vzdalenost vlnova funkce
Po hustota naboje ® thlova frekvence
o spin, W, cyklotronni frekvence
Pauliho matice Q Casoprostorova oblast
Jjednotkovy smérovy vektor \% gradient
T délkova hustota O D’Alembertv operator
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Teoreticka mechanika

Coriolis, Gustave Gaspard (1792-1843), francouzsky mate-
matik a fyzik, zabyval se matematickou analyzou, mechanikou
a hydraulikou. Proslavil se vypoctem sil pisobicich v rotujicich
soustavach. Jedna z téchto sil nese jeho jméno — Coriolisova
sila. Podrobné také studoval tfeni. Jako prvni pouzil termin
mechanicka prace v souvislosti s plisobenim sil na télesa a pou-
zival spravny vztah pro kinetickou energii. V jedné ze svych
praci se zabyval také teorii srazek kulecnikovych kouli. V roce
1829 se stal profesorem mechaniky na Ecole Centrale Paris.
Jeho jméno je jednim ze 72 jmen vyrytych na Eiffelove vézi.

Euler, Leonhard (1707-1783), Svycarsky matematik a astro-
nom, zak Johanna Bernoulliho. Pracoval na Akademii v Petro-
hradu a na Akademii véd v Berliné¢. M¢l fenomenalni pamét’
ajednou rozhodl pfi mezi dvéma studenty, jejichz vysledky
naro¢ného vypoctu se lisily na padesatém desetinném misté tim,
ze vysledek spocital jen tak v hlavé. V roce 1735 Euler oslepl na
pravé oko a v roce 1766 i na levé. Piesto pokracoval v publikaci
svych vysledkt, které diktoval. Euler byl nejplodnéjSim mate-
matikem vSech dob (ackoli mél 13 déti). Za svij zivot pub-
likoval pres 800 praci. Dvanactkrat byl odménén cenou Patizské akademie. Kdyz se ho
ptali na vysvétleni jeho tizasné plodnosti, odvétil: ,.Zda se, Ze mé pero je inteligentnéjsi
nez ja.* Francouzsky matematik a astronom Francois Arago o ném fekl: ,,Pocitd stejné
lehce, jako clovek dycha nebo orel plachti vzduchem.

Nezavisle na Lagrangeovi nalezl nutné podminky pro minimalizaci funkcionalu ve
variaénim poctu. Ve fyzice jsou tyto rovnice znamy jako Lagrangeovy pohybové rov-
nice. Jejich vyhodou je, Ze nezavisi na volbé soufadnicového systému. Zabyval se také
teoretickou astronomii. Zkoumal problém pohybu tii a vice téles a dokazal, Ze neexis-
tuje analytické feSeni. Teoreticky fesil pohyb M¢sice (problém nakonec vyftesil az La-
place) a poruchy drah Jupiteru a Saturnu. Euler teoreticky odvodil moZnost odstranéni
barevné vady u ¢ockovych dalekohledii (prakticky to dokazal anglicky pravnik a mate-
matik Chester Moor Hall v roce 1733).

Hamilton, William Rowan (1805-1865), vyznamny irsky ma-
tematik. Pod vedenim svého stryce lingvisty se naucil mluvit
¢trnacti jazyky. V sedmnacti letech odhalil chybu v Laplaceové
traktatu Celestial Mechanics. Ptedpoveédél konickou refrakei ve
dvouosych krystalech, ktera byla zanedlouho experimentalné
potvrzena Hunphrey Lloydem. Hamilton také rozsifil princip
minima energie, ktery popsal Maupertuis, na HamiltonGv prin-
cip, zékladni varia¢ni princip v teoretické mechanice, ktery vede
na Lagrangeovy rovnice. V diferencialnim poctu je po ném poj-
menovan HamiltonGv operator, ve fyzice Hamiltonovy pohybové rovnice, Hamiltonova
funkce a Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Posledni tfetinu svého Zivota stravil pod vli-
vem alkoholu a jiz nijak nepfispé€l k lidskému poznani.
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Hopf, Eberhard Frederich Ferdinand (1902-1983), némecky
matematik a astronom, ktery se narodil jest¢ v Rakousko-Uher-
sku (v Salzburgu). Je zakladatelem ergodické teorie a teorie
bifurkaci (vétveni feSeni diferencialnich rovnic). Zabyval se
parcialnimi diferencialnimi rovnicemi, integralnimi rovnicemi,
mechanikou tekutin a diferencialni geometrii. Objevil princip
maxima v teorii eliptickych diferencialnich rovnic. Vystudoval
na Univerzité v Berling, kde habilitoval v roce 1929. Od roku
1931 pracoval na MIT ve Spojenych statech. V roce 1936 se vratil do Némecka, praco-
val na univerzitach v Lipsku a Mnichové. Od roku 1949 az do smrti pracoval na Indiana
University v Bloomingtonu. V teorii diferencialnich rovnic je po ném pojmenovana
Hopfova bifurkace.

Lagrange, Joseph (1736-1813), francouzsky matematik a teo-
reticky fyzik, byl jednou z nejvyznamnégjSich védeckych osob-
nosti osmnactého stoleti. Lagrange vystiidal Eulera na misté
feditele Berlinské akademie. Jeho dilo Mécanique Analytique
z roku 1788 bylo komplexnim pojetim mechaniky z matematic-
kého hlediska. Lagrange se stal spoluzakladatelem varia¢niho
poctu (v matematice fesil obdobné tilohy Euler). Mechanické
ulohy chapal jako hledani optimalni trajektorie na zaklad¢ jed-
noduchého integralniho principu. Nalezl nutné podminky pro

existenci feseni, které pfedstavuji pohybové rovnice sledovaného objektu. Dnes se tyto
rovnice nazyvaji Lagrangeovy rovnice a jsou zakladem teoretické mechaniky. Také jsou
po ném pojmenovany Lagrangeovy body — pétice rovnovaznych bodt v okoli dvou
vzajemné se obihajicich téles. Jeden z jeho vyrokt zni: ,,U lidi jsem vzdy pozoroval, Ze
Jjejich ndroky jsou v opacném poméru k tomu, co si opravdu zaslouzi. To je jeden ze za-
kladi moralky.*

Ljapunov, Alexandr Michailovi¢, (1857-1918), rusky mate-
matik, jehoz zakladni prace se tykaly diferencidlnich rovnic,
teorie potencialu, stability feSeni a teorie pravdépodobnosti. Na
jeho pocest je pojmenovana Ljapunova stabilita — stabilita feseni
diferencialnich rovnic vzhledem k perturbaci pocatecni
podminky. Z fyzikalnich problémi fesil podminky stability ro-
tujici kapaliny. Studoval na Univerzit¢ v Petrohradu. K jeho
ucitelim patiil napiiklad Cebysev. Studium zakonéil v roce
1880. V roce 1880 obdrzel zlatou medaili za praci o hydro-
statice. V roce 1895 se stal soukromym docentem a v témze
roce vedoucim katedry mechaniky na Univerzité¢ v Charkové.
V roce 1902 se vratil do Petrohradu. V roce 1917 se s té€Zce ne-
mocnou manzelkou ste¢huje do Odésy. V roce 1918 zemfela jeho
zena na tuberkulézu. Ljapunov chtél skoncovat se Zivotem a stie-
lil se do hlavy. Na nasledky zranéni zemfel o tfi dny pozdéji.

Lorenz, Edward Norton (1917-2008), americky matematik
a meteorolog, prukopnik a spoluzakladatel teorie deterministic-
kého chaosu. Objevil podivny atraktor a poprvé pro nestabilitu
pouzil termin ,motyli jev*. Vystudoval matematiku na koleji
Dartmouth v New Hampshire a na Harvardu. V prubéhu druhé
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svétové valky predpovidal pro armadu pocasi. Po valce vystudoval meteorologii na
MIT, kde se pozdéji stal profesorem. Vybudoval matematicky model pohybu vzdusnych
mas v atmosfére. Je nositelem mnoha cen a medaili. Je po ném pojmenovan Lorenziv
podivny atraktor.

Lotka, Alfred James (1880-1949), americky matematik, fyzi-
kalni chemik a statistik. Je pfedev§im znam aplikaci fyzikalnich
postupit v biologii, zejména v pracich o dynamice populace
a energetice. Navrhnul zndmou rovnici popisujici vyvoj poctu
jedinct v systému, ktery je slozen z dravct a kofisti. Nezavisle
tuto rovnici odvodil italsky matematik Vitto Volterra. Proto se
dnes evolu¢nim rovnicim tohoto typu fika Volterrovy-Lotkovy
rovnice. Rovnice se vyuzivaji i v jinych systémech, kde spolu
soupefi dvé skupiny jedinci. Lotka se narodil ve Lvovu na
uzemi dnesni Ukrajiny (tehdy Rakousko-Uhersko). Jeho rodice
byli Americané. Studoval v Birminghamu, Lipsku a v USA na
Cornellové univerzite.

Newton Isaac (1642-1727), je povazovan za jednoho z nejvy-
znamnéj$ich védch v dé&jinach lidstva. Byl anglickym fyzikem,
matematikem, astronomem, filozofem a teologem. Newton po-
lozil zaklady klasické mechaniky ve tfech pohybovych zakonech
(zékon setrvacnosti, zakon sily, zakon akce a reakce). Zakon sily
se stal vliibec prvnim matematickym nastrojem pro piedpovéd
trajektorie téles. K feSeni pohybové rovnice (zdkona sily) New-
ton vyvinul zéklady diferencialniho a integralniho poctu, neza-
visle na ném objevil diferencialni pocet Gottfried Leibniz. Pro
gravitacni interakci navrhl Newton silovy predpis, ktery je dnes znam jako Newtoniv
gravitani zakon. Plati jak pro pohyby téles na Zemi, tak ve vesmiru. Dale se Newton
v mechanice zabyval zdkonem zachovani hybnosti a momentu hybnosti. Newtonovo
pojeti mechaniky pouziva absolutni prostor a ¢as. Oba pojmy stoji mimo télesa a nejsou
jimi nijak ovliviiovany. Kompletni zaklady mechaniky publikoval Newton v roce 1687
v Principiich (Philosophice Naturalis Principia Mathematica), jejichz vydani sponzo-
roval Edmond Halley, ktery proslul pfedpovédi navratu Halleyovy komety na zakladé
Newtonova gravitacniho zakona.

Newtontv zajem nebyl ale soustfedén jen na mechaniku. Zabyval se i optikou. Zkon-
struoval zrcadlovy dalekohled s okularem umisténym kolmo na optickou osu pfistroje.
Pomoci hranolu rozlozil svétlo na jednotlivé barvy a zabyval se teorii barev. Svétlo si
predstavoval, na rozdil od Huygense, jako proud ¢astic. Dnes vime, Ze pravdu méli oba,
svétlo se nekdy chova jako vInéni a nékdy ma casticovou povahu. Tomuto jevu, ktery
byl objasnén az na zaklad¢ kvantové mechaniky, fikame casticové-vinova dualita.

V matematice Newton zaved! integralni a diferencialni pocet, zobecnil binomickou vétu
a zabyval se numerickym feSenim transcendentnich a diferencialnich rovnic (objevil
tzv. Newtonovo schéma). Newton vénoval mnoho ¢asu i alchymii, mél vlastni laboratof.
Vétsina jeho textl je ovSem veénovana nabozenskym otdzkam. Po Newtonovi jsou
pojmenovany: Newtonovy pohybové zakony, Newtonovo schéma, Newtontiv daleko-
hled, jednotka sily newton a kratery na Marsu a Mésici.
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Noether, Emmy (1882-1935), vynikajici némecko-americka
matematicka, ktera ukazala, ze kazda symetrie v pfirodé¢ je uzce
spojena se zakonem zachovani. Zachovavajici se veli¢ina je pfi-
mo definovana danou symetrii. Pracovala v Erlangenu a v G6t-
tingen s lidmi, jako byli Felix Klein a David Hilbert. Jeji prace
v oblasti teorie invarianti pfispély k vysledné podobé obecné
teorie relativity formulované Albertem Einsteinem v roce 1916.
Emmy Noetherova byla pravdépodobné prvni Zena s akademic-
kym titulem viibec, nebot’ habilitace byla az do této doby umoz-
néna pouze muzim.

Pol, Balthasar (1889-1959), celym jménem Balthasar van der
Pol, holandsky fyzik. Van der Pol vystudoval fyziku na Univer-
zit¢ v Utrechtu, kde ziskal v roce 1920 titul PhD. Zabyval se
experimenty, zejména Sifenim elektromagnetickych vin. V teo-
retické oblasti fesil problematiku teorie elektrickych obvodi
a zabyval se matematickou fyzikou a teorii diferencialnich rov-
nic. V roce 1935 byl ocenén za své prace medaili IEEE. Jsou po
ném pojmenovany van der Poliv oscilator a planetka 10443.

Rayleigh, John William Strutt (1842-1919), anglicky baron,
ktery se zabyval fyzikou, akustikou a optikou, zejména Sifenim
vin v tekutinach. Jeho Spatny zdravotni stav mu znemoznil
dokoncit studia na dvou Skolach (Eton, Harrow). V roce 1857
zapocal soukromé Cctyfleté¢ studium pod vedenim vlastniho
ucitele. V roce 1861 vstoupil na Kolej Trinity v Cambridgi.
Studia ukon¢il v roce 1865. Intenzivné se zabyval Maxwellovou
teorii elektromagnetismu, a to jak experimentalné, tak teoretic-
ky. V roce 1878 vydal dvoudilny spis The Theory of Sound, kte-
ry se stal zakladem akustické literatury. Odvodil rovnici popisu-
jici zévislost rozptylu svétla v atmosféfe na vinové délce a vysvétlil tak jako prvni
modrou barvu oblohy. Pokousel se také, jako mnozi, odvodit zdkon zafeni absolutné
cern¢ho télesa. Jeho vztah (Rayleightiv zakon) popisuje spravné zavislost intenzity
zafeni na vilnové délce pro dlouhé vinové délky. Pro kratké vinové délky intenzita
diverguje (tzv. ultrafialova katastrofa) a zdkon neplati. Pro celé spektrum se podatilo
zakon odvodit az Maxu Planckovi. Nobelovu cenu ziskal v roce 1904 za izolovani inert-
niho atmosférického argonu. O prvenstvi tohoto objevu soupefil s Williamem Ram-
sayem, ktery ale zapocal své prace prokazateln¢ az po publikovani Rayleighovych vys-
ledkti. Ramsay ziskal Nobelovu cenu za chemii za dlouholety vyzkum vlastnosti argonu
v témze roce. V teoretické mechanice zavedl Rayleigh disipacni funkci, ktera se pouziva
pro popis ztrat zpisobenych pfeménou energie na teplo. Tato
funkce se nazyva Rayleighova disipacni funkce.

Tonti, Enzo (1935), italsky teoreticky fyzik, narodil se v Mila-
nu, kde v roce 1961 dokoncil studia matematiky a fyziky. Poté
pracoval na Milanské polytechnice. V roce 1975 se stal profeso-
rem na Milanské statni univerzité. Od roku 1976 pracuje na
Fakulté inzenyrstvi v Terstu. Cely zivot se zabyva matematic-
kou strukturou fyzikdlnich teorii. UZ jako student byl fascinovan
analogiemi mezi ruznymi fyzikalnimi teoriemi. Nejvice se ale
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proslavil pracemi z oblasti variacni formulace fyzikalnich teorii. Nalezl podminky, které
musi spliiovat soustava diferencidlnich rovnic, aby ji bylo mozné formulovat variacné.
Tyto podminky se nazyvaji Tontiho podminky.

Volterra, Vito (1860-1940), italsky matematik a fyzik, ktery
prispél k aplikaci matematiky do biologickych a spolecenskych
veéd. Nezavisle na Alfredu Lotkovi zformuloval evolu¢ni rovnice
pro dvé soupetici skupiny (naptiklad dravci a kofist). Zabyval se
také integralnimi rovnicemi. Studoval na Univerzité v Pise, v ro-
ce 1892 se stal profesorem na Univerzit¢ v Turing. V obdobi
pfed druhou svétovou valkou se odmitl podilet na praktikach
nacistického viidce Benita Mussoliniho. Jsou po ném pojmeno-
vany Volterrovy-Lotkovy evolué¢ni rovnice.

Kvantova teorie

Abele, Hartmut, némecko-rakousky kvantovy fyzik. Vystudo-
val na Univerzit¢ v Heidelbergu. S kvantovou fyzikou a neutro-
ny se blize seznamil na studijnim pobytu v Ustavu Laue-Lange-
vina ve francouzském Grenoblu. Doktorskou praci na téma osci-
lace neutrin obh4jil v Heidelbergu a poté pracoval na americké
Univerzit¢ v Yale. Po navratu se stal profesorem na univerzitach
v Heidelbergu a Mnichové. Od roku 2008 pracuje na Univerzité
ve Vidni. Jeho tym pfipravil experiment s chladnymi neutrony,
ve kterém byly v roce 2011 za pomoci spektroskopické metody
pozorovany kvantové stavy neutronu v tihovém poli. Je to vubec poprvé, kdy byly
projevy gravitace detekovany u elementarni Castice. Abele tak oteviel cestu ke zkou-
mani gravitace na mikroskopické urovni.

Aharonov, Yakir (1932), izraclsky kvantovy fyzik. Zabyva se
nelokalnimi jevy v kvantové teorii, kvantovou teorii pole a in-
terpretaci kvantové mechaniky. V roce 1959 spolu s Davidem
Bohmem navrhli myslenkovy experiment, pii kterém je elektro-
novy svazek ovlivnén oblasti nulového magnetického pole, ve
které je nenulovy vektorovy potencial. Experimentalné byl Aha-
ronttv-Bohmiv jev prokazan vroce 1986 japonskym fyzikem
Akira Tomonurou. Klasicka elektrodynamika je pti popisu elek-
tromagnetické interakce neuplnd, teprve kvantova teorie popise
jevy, pfi kterych elektromagnetické potencialy méni fazi vinové
funkce. Potencidly tak nejsou pomocnym matematickym apara-
tem, ale realnou fyzikalni entitou. V roce 1988 publikoval Aha-
ronov koncept tzv. slabého méfeni, které neovlivni kvantovy
stav méteného objektu. Aharonov vystudoval v izraelské Haif€,
poté ptsobil na univerzité v anglickém Bristolu, kde ziskal Ph.D.
pod vedenim Davida Bohma. V roce 1998 ziskal Wolfovu cenu.

Anderson, Carl David (1905-1991), americky fyzik, ktery
spolu s Victorem Francisem Hessem z Rakouska obdrzel v roce
1936 Nobelovu cenu za objev pozitronu (kladného elektronu),
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prvni zndmé castice antihmoty. Anderson ziskal titul Ph.D. v roce 1930 na Kaliforn-
ském technologickém institutu v Pasadené, kde pracoval s fyzikem Robertem Andrew-
sem Millicanem. Od roku 1927 studovali rentgenové fotoelektrony (uvoliuji se pti
srazkach atomu s vysoce energetickymi fotony), v roce 1930 zacali zkoumat kosmické
a gama zafeni. Anderson v mlzné komote vyfotografoval stopy sekundarnich sprsek
kosmického zafeni a pfi studiu fotografii objevil mnozstvi stop, z jejichz polohy vyply-
valo, ze by mohly vzniknout ptisobenim kladné nabitych ¢astic — ovsem ¢astic mnohem
mensich nez protony. V roce 1932 uvedl, Ze stopy jsou zplsobeny pozitrony, kladné
nabitymi ¢asticemi se stejnou hmotnosti jako elektrony. Toto tvrzeni bylo v roce 1933
oveteno britskym fyzikem P. Blackettem ajeho italskym kolegou G. Occhialinim.
Existenci pozitronu jakozto anticastice k elektronu predpovédél v roce 1928 P. Dirac.

V roce 1936 Anderson objevil mion (t€¢zky elektron), ¢astici 207krat t€zsi nez elektron.
Nejdiive myslel, Ze nalezl mezon predpovézeny japonskym fyzikem Hideki Yukawou,
ale zjistilo se, Ze mion s témito Casticemi interaguje jen slabé a jde o t€z8i verzi
elektronu. Skuteény mezon byl pak objeven v roce 1947 britskym fyzikem Cecilem

Powellem a pojmenovan pi-mezon nebo pion.

Bell, John Stewart (1928-1990), irsky fyzik, ktery je autorem
Bellovych nerovnosti, podle kterych bylo mozné vyloudit kla-
sickou interpretaci kvantové mechaniky (interpretaci se skrytymi
parametry). V roce 1948 se stal bakalafem experimentalni fyziky
na Univerzité v Belfastu, Ph.D. ziskal v roce 1956 na Univerzité
v Birminghamu. Poté pracoval v Harwellové laboratofi a po né-
kolika letech piesidlil do evropského stiediska jaderného vyzku-
mu CERN. Zde se zacal intenzivné zabyvat teoretickou fyzikou,
teorii elementarnich ¢astic a kvantovou teorii. Na zakladé nerov-
nosti, jez navrhl, byla vroce 1983 definitivn¢ vyloucena kla-
sicka interpretace kvantové teorie, podle které je pravdépodobnostni charakter méfeni
zpusoben neznalosti vSech parametra systému.

Binning, Gerd Karl (1947), némecky fyzik a spoludrzitel No-
belovy ceny pro rok 1986 za vynalez rastrovaciho tunelového
mikroskopu. Binnig se narodil ve Frankfurtu a studoval zde na
Goetheho université, kde ziskal v roce 1978 titul PhD. V témze
roce se stal zaméstnancem vyzkumné laboratoie IBM pobliz
Curychu ve Svycarsku a spoleén& s Heinrichem Rohrerem za-
cali pracovat na problému, jak zobrazit jemné detaily struktury
latek. Pfisli na myslenku, zZe by se sonda emitujici elektrony
pohybovala kolem povrchu zkoumaného objektu a mapovala tak
jeho povrch. Mala sonda s ostrym hrotem se pohybuje a elek-
trony tuneluji mezi vzorkem a hrotem.
Nepatrné zmény (i atomovych rozmértl) vzdalenosti sondy od
povrchu se zaznamenaji. Vhodnym vzorkovanim povrchu se
poridi tfirozmérny obraz. Novy mikroskop je schopen zazname-
nat jednotlivé atomy a za pomoci hrotu s nimi i manipulovat.

Bohm, David (1917-1992), americko-britsky teoreticky fyzik.
Zabyval se fyzikou plazmatu, jadernou fyzikou a kvantovou teo-
rii. V pribéhu druhé svétové valky pracoval na projektu Man-
hattan. Jsou po ném pojmenovany: anomalni Bohmova difuze

S
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v plazmatu a Aharontiv-Bohmiiv jev, pfi kterém svazek elektroni zméni svou fazi vli-
vem nenulového vektorového potencialu i v oblasti, kde je magnetické pole nulové.
Studoval na Pensylvanské statni univerzité, poté na Caltechu a Kalifornské univerzité
v Berkeley. Pracoval na nejriiznéjSich mistech na svété, véetné Izraele, Brazilie a An-
glie. Aharontiv-Bohmiiv jev objevil spolu se svym studentem Aharonem pfi pobytu
v anglickém Bristolu, kde byl Aharonov jeho studentem.

Bohr, Niels (1885-1962), dansky fyzik, ktery v roce 1913 na-
vrhl prvni Gspé$ny model atomu. Pokud se elektron nachazi na
vybranych drahach (takovych, na jejichz obvod pfipadne ce-
listvy nasobek vlnové délky elektronu), nezaii. Pti preskoku
elektronu mezi dvéma hladinami dojde k vyzafeni odpovidaji-
ciho energetického kvanta. Moment hybnosti elektronu je
kvantovan, zakladnim kvantem je Planckova konstanta. Tento
model funguje pro vodik a nevysvétluje zakonitosti mikrosvéta.
Pozdé¢ji byly stejné vysledky ziskany z kvantové teorie. Bohr je
autorem principu korespondence — tvrzeni, ze pfi velkych kvan-
tovych ¢islech musi kvantové formule prechazet v klasické. Je také zastancem pravde-
podobnostni (tzv. kodanské) interpretace kvantové teorie. V roce 1922 obdrzel No-
belovu cenu za fyziku.

Bose, Satyendra Nath (1854-1948), viz [ 1], Statisticka fyzika.

Brillouin, Léon (1889-1969), francouzsko-americky fyzik. V roce 1926 se podilel na
vyvinuti WKB aproximace v kvantové teorii. Slo o pfibliznou metodu vypoéti ze
Schréodingerovy rovnice. Ve fyzice pevnych latek objevil Bril-
louinovy zoény, které odrazeji periodicitu krystalické miize v k-
prostoru. VétSinu zivota se vénoval kvantové teorii. Brillouin
vystudoval ve Francii Ecole Normale Supérieure, v roce 1928 se
stal profesorem na Sorboné¢, pozd¢ji profesorem na College de
France. Za druhé svétové valky emigroval do Spojenych statu,
stal se profesorem na univerzité ve Wisconsinu (1941) a pozdéji
na Harvardu (1946). V zavéru zivota byl profesorem na Kolum-
bijské univerzité. Je autorem vice nez 200 védeckych praci.

Broglie, Louis de (1892-1987), Francouzsky fyzik, ktery v roce
1923 navrhl princip duality ¢astic a vin. Zakladem bylo tvrzeni,
ze se objekty mikrosvéta mohou v nékterych situacich chovat
jako castice a v jinych jako vinéni. VInové vlastnosti Castic vy-
jadfil Broglie rovnici: A= h/mv, kde A je vlnova délka, & je
Planckova konstanta, m je hmotnost Castice a v je jeji rychlost.
Broglie pochazel z francouzské Slechtické rodiny a byl vévodou.
Jeho pradédecek byl popraven na gilotin¢ béhem Velké fran-
couzské revoluce. De Broglie vystudoval historii, ale béhem
prvni svétové valky fesil problémy spojené s radiovou komunikaci a zacal se zajimat
o védu. Slouzil na vrcholku Eifellovy véze. Hypotézu o vinovych vlastnostech ¢astic
predlozil v ramci své doktorské prace v roce 1923. Slo o natolik progresivni myslenku,
ze komise véhala, zda mu ma doktorat udélit. O pouhych 6 let pozdé&ji, v roce 1929,
ziskal za tuto praci Nobelovu cenu za fyziku.
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Compton, Arthur (1892-1962), americky fyzik, nositel Nobe-
lovy ceny pro rok 1927 za vyzkum rozptylu fotonu na volnych
elektronech. Compton se zabyval rentgenovym zafenim. V roce
1922 zjistil tihlovou zavislost zmény vinové délky vysoce ener-
getického fotonu pfi rozptylu na elektronech. Comptontiv objev
potvrdil, Ze elektromagnetické zafeni ma jak vlnovou, tak ¢asti-
covou povahu, a stal se kliCovym experimentem rodici se kvan-
tové mechaniky. Dnes se tento rozptyl nazyva Comptoniv jev.
V piipade, ze foton ziska od elektronu energii, hovofime o tzv.
inverznim Comptonove jevu. Ten je jednim ze zakladnich mechanizmt, kterym mohou
fotony ve vesmiru ziskat velkou energii. Compton se také zabyval vyzkumem kosmic-
kého zafeni, odrazem, polarizaci a spektralnimi vlastnostmi rentgenového zéareni.

Compton se narodil ve Woosteru ve stat¢ Ohio. Vystudoval Wooster College a Princeton.
V roce 1923 se stal profesorem fyziky na Chicagské univerzité. Stal se feditelem labora-
tofe, ve které v roce 1942 Enrico Fermi uvedl do provozu prvni jaderny reaktor na svete.
Compton se zucastnil konstrukce prvni atomové bomby. Od roku 1945 do roku 1953
byl rektorem Washingtonské univerzity, po roce 1954 zde pusobil jako profesor filozofie.

Davisson, Clinton (1881-1958), americky experimentalni fyzik,
ktery v roce 1937 ziskal Nobelovu cenu za fyziku spolu s Geor-
gem Thomsonem. Oba dva védci nezavisle na sobé zjistili, Ze
elektrony se mohou ohybat stejné jako svételné viny, ¢imz oveé-
fili hypotézu Louise de Broglicho, podle které by se elektrony
mely chovat jako viny i jako cCastice. V roce 1927 Davisson
a Lester Germer zkoumali proud elektrond odrazeny na kovo-
vém krystalu. Zjistili, Zze vykazuje ohybové obrazce podobné
obrazcim rentgenového zafeni a ostatnich elektromagnetickych
vin. Tento objev ovétil kvantové mechanické chapani duality
vlna-¢astice a umoznil studium jaderné, atomarni a molekularni struktury latek. Davis-
son ziskal doktorat na Princetonské univerzité a vétSinu své kariéry stravil v Bellovych
telefonnich laboratotich. Nejprve zkoumal emisi elektroni na kovech za zvysené teploty
a pozdéji pomahal vyvinout elektronovy mikroskop.

DeWitt, Bryce (1923-2004), americky teoreticky fyzik, ktery se
zabyval kvantovou gravitaci a numerickymi simulacemi v relati-
vité. Stal se zastancem Everettovy mnohosvétové interpretace
kvantové teorie. Je po ném pojmenovana Wheelerova-DeWit-
tova vlnova funkce popisujici vesmir jako celek. Je nositelem
Diracovy a Einsteinovy ceny. Teoretickou fyziku vystudoval na
Harvardu, kde ziskal v roce 1950 Ph.D. pod vedenim Juliana
Schwingera, spolunositele Nobelovy ce-
ny za vybudovani kvantové elektrodyna-
miky. Pracoval v Institutu pokrocilych
studii v Princetonu, na Severokarolinské univerzit¢ v Chapel
Hill a na Texaské univerzité v Austinu.

Dirac, Paul Adrien Maurice (1902-1984), anglicky fyzik, je-
den z hlavnich tvirct kvantové teorie 20. stoleti. Polozil zaklady
kvantové elektrodynamiky a kvantové teorie pole. V roce 1928
odvodil slavnou Diracovu rovnici — relativistickou rovnici pro
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elektron. Stavy se zdpornymi energiemi spravné interpretoval jako anti¢astice a piedpo-
védel existenci pozitronu. Pozitron byl objeven Carlem Andersonem az v roce 1932.
Nezavisle na Fermim odvodil statistické rozdéleni pro Castice s polo€iselnym spinem
(Fermi-Diracovo rozdéleni). Je autorem Diracovy symboliky v kvantové teorii. Ukazal
ekvivalenci Schrodingerova a Heisenbergova pfistupu ke kvantové mechanice. Je auto-
rem metody druhého kvantovani, které umoziuje piechod od kvantové teorie Castic ke
kvantové teorii pole. Pfedpovédel polarizaci vakua a netrivialni dynamické vlastnosti
vakua zplisobené kvantovymi jevy. Pfedpovédél existenci magnetického monopdlu. Je
autorem mnohacasticového formalizmu v kvantové teorii. Za jeho praci na antic¢asticich
a kvantové teorii pole byl v roce 1933 odménén Nobelovou cenou za fyziku. V pozdéj-
Sich letech se zabyval dusledky, které by plynuly z hypotetické proménnosti zakladnich
konstant (gravitacni, rychlosti svétla a Planckovy konstanty). Po cely zivot byl zastan-
cem principu jednoduchosti fyzikalnich rovnic. Jako jeden z prvnich si uvédomil, Zze
symetrie v pfirod¢ jsou primarnim principem pfi sestavovani fyzikalnich rovnic.

Ehrenfest, Paul (1880-1933), viz [1], Statisticka fyzika.

Einstein, Albert (1879-1955), némecko-americky fyzik, autor
specialni a obecné teorie relativity, védec, ktery objasnil fotoe-
lektricky jev a Browntiv pohyb a odvodil spoleéné s Bosem
statistické rozdéleni castic s celociselnym spinem. Specialni
relativitu publikoval v roce 1905. Dal v ni do souladu klasickou
mechaniku s Maxwellovou elektrodynamikou, ze které plynula
nezavislost rychlosti svétla na pohybu zdroje. Specialni relativita
s sebou pfinesla kontrakci délek, dilataci ¢asu a poznani, Ze ¢as
a prostor nejsou absolutni.

V roce 1905 Einstein také vysvétlil fotoelektricky jev. Predpo-

kladal, ze se svétlo sklada z castic (fotontl), jejichz energie je rovna Zw. Moznost vytr-
zeni elektronu z kovu za pomoci svétla je dana frekvenci jednotlivych fotont, nikoli
jejich poctem. Téhoz roku také Einstein podal vysvétleni Brownova pohybu.

V roce 1916 Einstein publikoval novou teorii gravitace — obecnou relativitu. Gravitaci
popisuje jako zakfiveny Casoprostor. Sama télesa pfispivaji k zakiiveni ¢asoprostoru
a pohybuji se v ném po nejrovnéjSich moznych drahach — geodetikach. Albert Einstein
ziskal Nobelovu cenou za fyziku pro rok 1921, paradoxné vSak za vysvétleni fotoelek-
trického jevu a nikoli za obecnou relativitu, ktera byla jeho hlavnim pfinosem k poznani
zéakonitosti prirody.

Everett, Hugh (1930-1982), americky fyzik, ktery navrhl mno-
hosvétovou interpretaci kvantové teorie, podle niz se pii aktu
meéfeni realizuje v naSem vesmiru jedna z moznych hodnot a ve
vesmirech jinych, paralelnich, se realizuji ostatni mozné hod-
noty. Tato interpretace kvantové teorie nebyla mnohymi fyziky
pfijata a zpusobila Everettemu nemalé potize. Studoval na Kato-
lické americké univerzité a v Princetonu. Kromé kvantové teorie
se také zabyval matematickymi optimalizacemi ruznych problé-
mut, matematickym modelovanim, statistickou analyzou a mate-
matickou teorii her.
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Fermi, Enrico (1901-1954), italsko-americky fyzik, ktery se
vénoval pfedevsim kvantové teorii a teorii elementarnich ¢astic.
Malou neutralni ¢astici, ktera vznika pfi beta rozpadu pojmeno-
val neutrino (v ital$tiné ,,neutronek*). Na jeho pocest jsou po-
jmenovany Castice s polo¢iselnym spinem jako fermiony. Jde
o Castice, které splnuji Pauliho vyluCovaci princip. Tyto Castice
spliiuji statistické rozdéleni pojmenované Fermiho-Diracovo
rozdéleni. Enrico Fermi zkonstruoval a spustil v roce 1942 pod
stadionem Chicagské univerzity prvni jaderny reaktor na svété.
Byl postaven z grafitovych cihlicek, které slouzily soucasné jako
moderator. V roce 1943 zalozil Aragonskou narodni laboratof. Enrico Fermi se také
zabyval zptsobem urychlovani kosmického zareni a navrhl statistické urychleni nabi-
tych ¢astic pii jejich odrazech od magnetickych zrcadel. Dnes tento mechanizmus nazy-
vame Fermiho mechanizmus. V roce 1938 ziskal Nobelovu cenou za fyziku za objev
umélych radioaktivnich prvki, které vznikaji z jader pfi ostfelovani neutrony. Podle
Fermiho je pojmenovana rentgenova observatoi vypusténa do vesmiru v roce 2008.

Fock, Vladimir Alexandrivi¢ (1898-1974), sovétsky fyzik, ktery se zabyval predevsim
kvantovou mechanikou a kvantovou elektrodynamikou. Vystudoval Petrohradskou
univerzitu.

Gerlach, Walter (1889-1979), némecky fyzik, spoluobjevitel
spinu ve slavném Sternové-Gerlachové experimentu. Gerlach
vystudoval Univerzitu Eberharda Karlse ve Frankfurktu nad
Mohanem. Za prvni svétové valky slouzil v némecké armadeé.
Podilel se na vyvoji bezdratové telegrafie. V roce 1922 uskutec-
nil se Sternem experiment vedouci k objevu spinu. Svazek
atoml stifbra prochazel nehomogennim magnetickym polem
a dopadal na sklenény disk. Doslo k jeho rozdéleni na dva
svazky, které bylo zahy vysvétleno jako dusledek existence spi-
nu — vlastniho rota¢niho a magnetického momentu ¢astic. V roce
1925 se Gerlach stal profesorem na Univerzité v Tiibingenu. Toto misto pievzal po
Paschenovi. V roce 1929 se stal profesorem na Mnichovské univerzité, kde misto pte-
vzal po Wienovi. Na této pozici zistal az do kvétna 1945, kdy byl uvéznén spojenec-
kymi armadami. Byl véznén ve Francii a pozdé&ji v Anglii. Udajné se podilel na vyvoji
némeckych zbrani. V roce 1946 se vratil do Némecka, pracoval na Univerzit¢ v Bonnu
jako hostujici profesor a od roku 1948 byl profesorem na Mnichovské univerzité. Sou-
casné zde byl vedoucim katedry fyziky a rektorem univerzity (1948-1951). Poté zasta-
val mnoho vyznamnych pozic v némecké véde.

Germer Lester (1896-1971), americky experimentalni fyzik,
ktery s Clintonem Davissonem prokazal vinové vlastnosti elek-
tronu, a tim potvrdil vinové-¢asticovy dualizmus navrzeny Louis
de Brogliem. Germertiv-Davissontiv experiment byl kli¢ovy pro
vyvoj elektronového mikroskopu. Germer vystudoval Kolumbij-
skou univerzitu. Za prvni svétové valky byl bojovym pilotem
americké armady. Poté se stal zaméstnancem Bellovych telefon-
nich laboratofi. Vedle fyziky bylo jeho druhou vasni horolezec-
tvi, kterému se intenzivn¢ vénoval od svych 45 let az do smrti.




394 Rejstfik osobnosti

Gordon, Walter (1893-1939), némecky teoreticky fyzik. Détstvi prozil ve Svycarsku,
pozdni léta ve Svédsku (z ditvodu politické situace v Némecku). Vystudoval na Berlin-
ské univerzité, doktorsky titul ziskal v roce 1921 pod vedenim Maxe Plancka. V roce
1922 se stal asistentem Maxe von Laueho. Od roku 1926 puisobil v Hamburgu, kde se
stal v roce 1930 profesorem. Od roku 1933 zil ve $§védském Stockholmu. Zabyval se
teoretickou fyzikou. V roce 1927 spolu s Oskarem Kleinem navrhli relativistickou vari-
antu Schrodingerovy rovnice, tzv. Kleinovu-Gordonovu rovnici. Pavodné piedpokla-
dali, Ze jde o spravnou rovnici pro elektron. Nakonec se ukazalo, Ze jejich rovnice popi-
suje kvantové relativisticky Castice se spinem 0, zatimco Diracova rovnice z roku 1928
je vhodna pro ¢astice se spinem 1/2 (tedy pravé pro elektron).

Goudsmit, Samuel Abraham (1902-1978), holandsko-ame-
ricky fyzik, ktery spolu s Uhlenbeckem interpretoval vysledek
Sternova-Gerlachova experimentu jako disledek existence spi-
nu. Zabyval se také Carovymi spektry. Fyziku vystudoval na
Univerzit¢ v Leydenu (byl zZakem Paula Ehrenfesta), kde také
vroce 1927 ziskal Ph.D. V letech 1927 az 1946 pusobil jako
profesor na Michiganské univerzité. V pribéhu druhé svétové
valky pasobil na MIT. Pracoval na vyvoji atomové bomby
v projektu Manhattan. Uzce spolupracoval s Wernerem Heisen-
bergem a Otto Hahnem. Zabyval se i archeologii a egyptologii.

Heisenberg, Werner (1901-1976), némecky teoretik, ktery se
zabyval zakladnimi rysy kvantové teorie. Je autorem maticové
kvantové mechaniky, kterou odvodil v roce 1925. Jde o jiny
postup vypoctu kvantovych stavii, nez je Schrodingerova vinova
mechanika. Heisenberg odvodil také slavné relace neurcitosti,
podle kterych nelze soucasné presné zméfit polohu a hybnost
objektu. Méfeni jedné veliiny narusuje vysledek méfeni druhé
veli¢iny. Za vybudovani zakladi kvantové teorie ziskal v roce
1932 Nobelovu cenu za fyziku. Heisenberg vystudoval teoretic-
kou fyziku na Univerzit¢ v Mnichov¢. Titul PhD ziskal pod vedenim Sommerfelda
v roce 1923 a stal se asistentem Maxe Borna v Géttingen. Tti roky pracoval v Kodani
s Nielsem Bohrem, kde se spolu podileli na tzv. kodanské interpretaci kvantové teorie.
Navrhl také Gspésny model feromagnetik se dvéma fazovymi piechody. Od roku 1927
do roku 1941 byl profesorem teoretické fyziky v Lipsku, od roku 1942 do roku 1945 byl
feditelem Institutu Maxe Plancka v Berlin€ a od roku 1946 byl feditelem Institutu Maxe
Plancka v Kodani.

Klein, Oskar Benjamin (1894-1977), svédsky teoreticky fyzik.
Ph.D. ziskal v roce 1921 na Stoskholmské univerzité. Pracoval
na Michiganské univerzité¢ (USA), v Leidenu a na Lundské uni-
verzité. Spolupracoval s Nielsem Bohrem a Paulem Ehrenfes-
tem. Je spoluautorem Kaluzova-Kleinova modelu, ktery se po-
prvé pokusil sjednotit elektiinu a magnetizmus s gravitaci po-
moci pfidani dalsi, paté dimenze. Dnes se obdobny postup i pou-
ziva v teorii strun (v tzv. M teorii). Je také spolutviircem Kleino-
vy-Gordonovy rovnice z roku 1927. Pivodné tuto rovnici odvo-
dili Klein a Gordon jako relativistickou kvantovou rovnici pro elektron, ukazalo se ale,
ze spravnou rovnici je Diracova rovnice a rovnice Kleinova-Gordonova je spravnou
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kvantovou relativistickou rovnici pro ¢astice s nulovym spinem. Spolu s Alfvénem
zastaval nazor, ze déje ve vesmiru dominantné ovliviiuje elektromagneticka interakce.
Podle Kleina je také pojmenovan Kleintiv paradox: z feseni Diracovy rovnice plyne, Ze
relativisticka nehmotna ¢astice neni pfi prichodu potencialovou bariérou exponencialné
tlumena. Jev byl skute¢né experimentalné ovéfen (naptiklad pohyb elektronu s nulovou
efektivni hmotnosti v grafenu). Spolu s Yoshio Nishinou odvodil v roce 1929 formuli
pro u¢inny prifez Thomsonova rozptylu fotonu na elektronu v nejniz§im fadu kvantové
elektrodynamiky (Kleinova-Nishinova formule). V roce 1959 ziskal Planckovu medaili.

Kronig, Ralph (1904-1995), némecko-americky fyzik, ktery
vyrazn¢ zasahl do vyvoje kvantové mechaniky. Je spoluobje-
vitelem spinu ¢astic, zabyval se rentgenovou absorpéni spektro-
skopii a kvantovym chovanim periodickych struktur. Je po ném
pojmenovan Kronigtiv-Penneytv model, ktery na jednoduchém
periodickém potencialu do nekonecna se opakujicich bariér
popisuje vznik povolenych a zakazanych pasit ve spektru Cas-
tice. Dale je po ném pojmenovan Costertv-Kronigiiv pfechod,
pii némz je pti preskoku elektronu na jinou hladinu emitovan
elektron. Kronig studoval v némeckych Drazd’anech a pozdéji
na Kolumbijské univerzité v USA, kde ziskal v roce 1925 dokto-
rat. Z evropskych védcl ho nejvice ovlivnil Paul Ehrenfest.

Lamb, Willis Eugene (1913-2008), americky fyzik a spoludr-
zitel Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1955, kterou dostal spolu
s Polykarpem Kuschem za experimentalni prace vedouci ke
zptesnéni kvantové elektrodynamiky. Lamb se v roce 1938 stal
zaméstnancem Kolumbijské university v New Yorku a béhem
druhé svétové valky pracoval ve slavné Laboratofi zafeni (Radi-
ation Laboratory) na MIT. Vroce 1947 detekoval Lamb od-
chylky od hyperjemné struktury spektralnich ¢ar predpovézené
kvantovou elektrodynamikou. Tyto odchylky byly zplsobeny
netrivialnimi dynamickymi vlastnostmi vakua, zejména ptitom-
nosti virtualnich elektronovych-pozitronovych parit ve vakuu.
Béhem let 1951-1956 byl profesorem fyziky na Stanfordské univerzit¢ v Kalifornii
a navrhl zde mikrovinné techniky pro méfeni hyperjemnych struktur spektralnich car
helia. Do roku 1962 byl profesorem teoretické fyziky na université v Oxfordu. V témze
roce byl jmenovan profesorem na université v Yale. V roce 1974 se stal profesorem
fyziky a optickych véd na université v Arizoné.

Neumann, John von (1903-1957), mad’arsko-americky mate-
matik, jenz nezavisle na Diracovi ukazal v roce 1944, ze Schro-
dingerova vIinova mechanika a Heisenbergova maticova mecha-
nika jsou matematicky ekvivalentni. V roce 1932 navrhl velmi
kontroverzni interpretaci kvantové mechaniky, podle které je
vysledek aktu méfeni ovlivnén védomim pozorovatele. V roce
1944 vyvinul teorii her. Stal se prukopnikem digitalnich pocita-
¢l, navrhl zakladni architekturu pocitace (procesor, fadi¢, opera-
¢ni pamét’, vstupni a vystupni zafizeni). Hluboce se zabyval ; / ) 2
numerickou matematikou, na konci druhé svétové valky se podi- L 2
lel numerickymi vypocty na konstrukci prvni atomové bomby. Je po ném pojmenovana
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von Neumannova architektura pocitace, von Neumannova algebra v kvantové teorii
a von Neumannovy bunécné automaty, jejichz koncept vyvinul. Von Neumann studoval
chemii na Univerzité v Berliné do roku 1923, kdy odesel do Curychu. V Curychu do-
konéil v roce 1926 studium na Technické vysoké $kole a stal se chemickym inZenyrem.
Doktorat ziskal na Budapest'ské univerzité, a to jiz v matematice, z teorie mnozin. Ve
dvaceti letech publikoval definici pfirozenych Cisel, tak, jak ji pouzivame dodnes.

Pauli, Wolfgang (1900-1958), rakousko-némecko-americky
fyzik, v roce 1925 zformuloval Pauliho vyluovaci princip,
ktery tika, Zze dva fermiony se nemohou nachazet ve stejném
kvantovém stavu. Tento princip je zodpovédny za rozdilné
vlastnosti riznych atoml a za chemické vlastnosti latek. Vy-
znamng se podilel na vzniku kvantové mechaniky. Je po ném
pojmenovana Pauliho rovnice, prvni kvantova rovnice, ktera
obsahovala spin. Ve 30. letech pfedpovédél existenci neutrina.
Za své prace, zejména za objev vyluCovaciho principu, ziskal
v roce 1945 Nobelovu cenu za fyziku. Pauli se narodil ve Vidni,
jeho kmotrem byl Ernst Mach. Prarodice Pauliho z otcovy
strany pochazeli z prazské zidovské rodiny. Prvni védecky ¢lanek o obecné relativité
publikoval v 18 letech. Studoval v Mnichové pod vedenim Sommerfelda, zde ziskal v
roce 1921 Ph.D. na zakladé prace o kvantovych vlastnostech molekuly vodiku. Pauli byl
rok na Univerzité v Gottingen, kde pracoval pod vedenim Maxe Borna. Také pracoval
na Ustavu teoretické fyziky v Kodani (dnes Ustav Nielse Bohra), na Univerzité v Ham-
burku a ve $vycarském Curychu. V roce 1931 byl hostujicim profesorem na Michigan-
ské univerzité¢ a v roce 1935 v Princetonu. V roce 1939 se politické poméry v Evropé
zhorsily natolik, ze se Pauli odsté¢hoval do Spojenych statdl, kde pracoval jako profesor
teoretické fyziky v Princetonu. Po druhé svétové vélce se stal americkym obcanem.

Penney, William (1909-1991), anglicky matematik a teoreticky
fyzik, jeden ze zakladateld anglického jaderného vyzkumu.
Studoval na Imperial College, magistersky titul ziskal na ame-
rické Univerzit¢ ve Wisconsinu a doktorat na Trinity College
v Cambridgi. V letech 1967 az 1973 byl rektorem prestizni uni-
verzity Imperial College. Byl jeden z 20 anglickych fyziku, ktefi
pracovali na americkém projektu Manhattan, jehoz cilem bylo
vyvinout atomovou bombu. Penney pocital destrukéni ucinky
razové viny vzniklé po explozi. V roce 1945 byl ¢lenem komise, .
ktera zvolila mésta Hiro§ima a Nagasaki pro americky utok. Po R &’z -
valce stal u navrhu a testt britské atomové bomby a dohlizel na

vyvoj britské vodikové bomby. Byl feditelem a piedsedou rtiznych spolkt zabyvajicich
se atomovou energii. V roce 1967 ziskal slechtlcky titul a stal se
baronem. Na Imperial College je po ném pojmenovana labora-
tof. Je spoluautorem Kronigova-Penneyova modelu interakce
Castice s periodickym potencialem.

Planck, Max (1858-1947), némecky fyzik, ktery formuloval
rovnici popisujici vyzafovani absolutné cerného télesa za pied-
pokladu, Ze energie je kvantovana a elementarni kvantum je
umérné frekvenci. Tento predpoklad zavedl ryze matematicky,
aby rovnice byly feSitelné. Fyzikalni interpretaci pfili§ nedtve-
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foval. V roce 1918 ziskal Nobelovu cenu za svou kvantovou teorii, ispé$né¢ vyzkouse-
nou Einsteinem na fotoelektrickém jevu a Bohrem na prvnim modelu atomu. Planck se
hluboce zabyval termodynamikou, je po ném pojmenovana jedna z moznych formulaci
druhé véty termodynamické. Planck byl kritikem pravdépodobnostni interpretace entro-
pie. V roce 1900 poprvé pouzil univerzalni plynovou konstantu a Avogadrovo ¢islo. Po
Planckovi jsou pojmenovany tzv. Planckovy skaly — typickd hmotnost, délka, Cas a ener-
gie ziskané kombinaci zakladnich konstant. Planckovo jméno také nesou: nejvetsi sit’
védeckych ustavii v Némecku (Max Planck Institute), krater na Mésici a evropska sonda
zkoumajici reliktni zafeni.

Pontecorvo, Bruno (1913-1993), italsko-rusky jaderny fyzik.
V prvni poloviné zivota pracoval v Italii, stal se asistentem En-
rica Fermiho, tcastnil se experimentl s pomalymi neutrony,
které vedly k objevu fetézové §tépné reakce. Predpovédél osci-
lace neutrin a je po ném pojmenovana mixazni matice hmot-
nostnich neutrinovych stavii. V roce 1948 ziskal britské obcan-
stvi a zajimavé pracovni nabidky se jen hrnuly. Pfesto v roce
1950 za podivnych okolnosti emigroval do Sovétského Svazu,
kde pracoval v Dubné az do své smrti. Podle jeho pféani je polo-
vina popela ulozena v Rimé a polovina v Dubné. Od roku 1995
je udilena prestizni Pontecorvova cena za uspéchy v jaderném a ¢asticovém vyzkumu.

Rohrer, Heinrich (1933), Svycarsky fyzik a spoludrzitel Nobe-
lovy ceny za fyziku pro rok 1986, ktera mu byla ud€lena za
vynalez rastrovaciho tunelového mikroskopu. Rohrer studoval
Svycarsky federalni tstav technicky, kde v roce 1960 ziskal titul
Ph.D. V roce 1963 se stal zaméstnancem vyzkumné laboratore
IBM poblize Curychu. Tady se spolu s Gerdem Binnigem dali
do konstrukce zaftizeni, které jim pozdé€ji umoznilo odhalit mik-
roskopickou strukturu povrchti zkoumanych material a pozoro-

i vat jednotlivé atomy. Novy mikroskop vyuziva tunelovani elek-
trontl mezi hrotem sondy a povrchem zkoumaného vzorku. Vzorkovaci tunelovy mikro-
skop se pouziva k manipulaci s jednotlivymi atomy, pfi studiu biologickych vzorku,
k analyze primyslovych materiali (jakymi jsou tieba supravodice) nebo k testovani
miniaturnich elektrickych obvodti.

Schrodinger, Erwin (1887-1961), rakousky fyzik, ktery v roce
1926 rozpracoval vinovou mechaniku jako jednu z moznych
formulaci kvantové mechaniky. Z tzv. Schrodingerovy rovnice
je mozné urcit vlnovou funkci, ktera ma vyznam amplitudy
pravdépodobnosti vyskytu castice a jeji kvadrat predstavuje
hustotu pravdépodobnosti. Za své prace ziskal v roce 1933 No-
belovu cenu za fyziku. Schrédinger studoval na Univerzité ve
Vidni. Po prvni svétové valce zacal pracovat na Univerzité
v Curychu. Od roku 1927 pracoval na pozvani Maxe Plancka na
Un1ver21te v Berliné. Kvili persekuci zidl opustil univerzitu v roce 1933 a sedm nasle-
dujicich let putoval po Rakousku, Velké Britanii, Belgii a Italii a mnohokrat ménil za-
méstnani. Teprve v roce 1940 se usadil pro nasledujicich 15 let v Irsku na Dublinském
institutu pro pokroc¢ila studia. V roce 1956 odesel Schrodinger do dchodu a vratil se do
rakouské Vidné.




398 Rejstfik osobnosti

Stern, Otto (1888-1969), ptivodem némecky védec a nositel
Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1943 za vyzkum molekular-
nich svazkl jako nastroje pro studium charakteristiky molekul
a za zméfeni magnetického momentu protonu. Sternovou ranou
védeckou praci byly teoretické studie vénované statistické fy-
zice. Roku 1914 se stal prednasejicim teoretické fyziky na
Frankfurtské univerzit€ a v roce 1923 profesorem fyzikalni che-
mie na Hamburské univerzité. Zde také pocatkem 20. let
dvacatého stoleti spolu s Walterem Gerlachem predstavili sviyj historicky experiment
s molekularnimi svazky. Kolimovany svazek atomt stfibra prochazel nehomogennim
magnetickym polem a dopadal na sklenény disk. Doslo k jeho rozdéleni na dva svazky,
které bylo zahy vysvétleno jako dusledek existence spinu — vlastniho rota¢niho
a magnetického momentu castic.

V roce 1933 Stern zméfil magneticky moment protonu a poukazal na jeho nesoulad se
stavajici teorii. V roce 1933, kdyz se k moci dostali nacisté, byl Stern donucen opustit
Némecko. Odjel do USA, kde se stal profesorem fyziky na Carnegieho institutu
technologii v Pittsburghu. Zde ztstal az do svého penzionovani v roce 1945.

Tonomura, Akira (1942), vynikajici japonsky kvantovy fyzik,
vynalezce elektronové holografie a elektronového holografic-
kého mikroskopu, ktery dokaze zaznamenat nejenom intenzitu
elektronového svazku, ale i jeho fazi. Tonomura je dlouholetym
pracovnikem vyvojovych laboratofi spolecnosti Hitachi. Studo-
val na Tokijské univerzité, Ph.D. ziskal na Gakushuinové uni- "

verzité. Prvni elektronovy hologram nahral jiz vroce 1968. S

Spolu s kolegy za pomoci elektronové holografie pozoroval {
Aharontiv-Bohmtiv jev — posun faze elektront, které prochazeji -
oblasti s nulovym magnetickym polem, ale nenulovym potencidlem. V 90. letech 20.
stoleti vyvinul metodu pro pozorovani magnetickych trubic a viri v supravodicich.
V roce 2000 zkonstruoval holograficky mikroskop s rozlisenim 49,5 pm. Je drzitelem
mnoha mezinarodnich cen a medaili.

Uhlenbeck, George Eugene (1900-1988), holandsko-americky
fyzik, ktery spolecné s Goudsmithem ukazal, ze $tépeni svazku
atomu stfibra ve vnéj$im magnetickém poli (Sterntiv-Gerlachtiv
experiment) je zplsobeno existenci dalSiho kvantového Cisla,
spinu. Prvni rovnici pro ¢astici se spinem potom nalezl Pauli.
Uhlenbeck studoval chemické inzenyrstvi v Delftu a poté fyziku
a matematiku v Leidenu, kde ziskal bakalafsky titul v roce 1920
a magistersky v roce 1923. Od roku 1925 pracoval v Leidenu
jako asistent Ehrenfesta. Tam poznal Goudsmitha, se kterym
spoluobjevil spin. Uhlenbeck byl dlouholetym pritelem Enrica Fermiho. V roce 1938
byl hostujicim profesorem na Kolumbijské univerzité. V roce 1939 se stal profesorem
teoretické fyziky na Univerzité¢ v Ann Arbor.

Za druhé svétové valky vedl teoretickou skupinu v radiacni laboratoii v Cambridgi
(USA). Po valce se vratil do Ann Arbor. Od roku 1960 az do diichodu pracoval
v Rockefellerové tstavu pro vyzkum mediciny v New Yorku.
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Wigner, Eugene (1902-1995), v Mad’arsku narozeny americky
fyzik, ktery spolu s Hansem Jensenem a s Mariou Mayerovou
ziskal Nobelovu cenu pro rok 1963 za piinos k atomové fyzice.
Wigner ziskal Ph. D. na Technické univerzité v Berlin¢ v roce
1925. Pusobil v Berling, v Gottingen, poté odjel do USA, kde
v Princetonu stravil vétSinu akademického zivota. Zformuloval
zékon zachovani parity pfi platnosti levopravé symetrie. Ukazal,
ze jaderna sila, ktera drzi protony a neutrony pospolu, ma kratky
dosah a nezavisi na naboji. V roce 1936 pracoval na teorii ab-
sorpce neutrontl, kterd byla uziteCna pfi stavbe jadernych reak-
torti. Po druhé svétvé valce pomahal Enrico Fermimu zkonstru-
ovat prvni jaderny reaktor. Po Wignerovi jsou pojmenovany: Wignerovo pravdépodob-
nostni rozdéleni, Wignertv teorém, Wignertuv jev, Wignerav-Eckartiv teorém a dalsi.

Zeilinger, Anthon (1945), rakousky kvantovy fyzik, ktery je
prikopnikem kvantové teorie informace. Jako prvni realizoval
kvantovou teleportaci fotonll. Znamy je i svymi experimenty
s hledanim hranice mezi kvantovym svétem a makrosveétem.
Zabyva se interferencnimi jevy u neutront, atomt a velkych
molekul, propletenymi kvantovymi stavy, kvantovou kryptogra-
fii a teleportaci. Na vzdalenosti 144 kilometrti mezi dvéma Ka-
narskymi ostrovy demonstroval, ze kvantova komunikace bude
mozna i ptes satelity. Byl zaméstnancem mnoha svétovych uni-
verzit, napiiklad pracoval v Oxfordu, na MIT, na Humboldtové univerzité¢ a dalSich.
V soudasnosti je feditelem videfiské pobocky Ustavu kvantové optiky a kvantové in-
formace Rakouské Akademie véd a profesorem na Videiiské univerzite.

Matematika

Airy, George Biddell (1801-1892), anglicky matematik a kra-
lovsky astronom. Modernizoval observatof v Greenwichi. Kdy-
by neignoroval vypocty Johna Couche Adamse, mohl se stat
objevitelem Neptunu. Zlepsil drahové elementy Venuse a Mg¢-
sice, studoval interferen¢ni prouzky, matematicky popsal duhu
a vypocetl hustotu Zemé z kyvt kyvadla umisténého v hlubin-
ném dole. V matematice jsou po ném pojmenovany Airiho funk-
ce. Studoval v Cambridgi, kde se po tfech letech stal profeso-
rem, pozd¢ji feditelem observatofe v Cambridgi. V roce 1834
byl ptedsedou mezinarodni komise pro miry a vahy. Funkci
kralovského astronoma zastaval v letech 1835-1881.

Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846), némecky matematik
a astronom, feditel observatofe v Konigsbergu. Zméfil polohy
50 000 hveézd. Jako prvni zméfil paralaxu (zdéanlivou zménu
polohy hvézdy na pozadi zptisobenou pohybem Zemé kolem
Slunce), §lo o hvézdu 61 Cygni. Paralaxu vyuzival pro vypocet
vzdalenosti blizkych hvézd. V roce 1844 piedpovédél na zéklade
zmén polohy Siria existenci jeho malého priivodce, Siria B. Bylo
to prvni pouziti gravitacniho zdkona mimo Slunecni soustavu.
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Tento prtivodce byl objeven v optické dilné bratii Clarkl roku 1862 pfi testu objektivu
o praméru 45 cm. Bessel systematicky studoval matematické funkce, které zavedl Daniel
Bernoulli, dnes se jim fika Besselovy funkce. Je po ném pojmenovana planetka Bessel.

Cauchy, Augustin Louis (1789-1857), francouzsky matematik,
ktery napsal 789 praci. Mnozstvim ho pied¢ili pouze Leonhard
Euler a Arthur Cayley. Do matematiky pfinesl preciznost a dik-
ladnost. Vymyslel jméno pro determinant. Systematizoval své
studie a brzy na to definoval limitu, spojitost a konvergenci.
Cauchy nezavisle na Jean-le-Rondu d'Alembertovi zalozil
komplexni analyzu a spolu s Bernhardem Riemannem odvodili
dilezité Cauchyho-Riemannovy podminky pro existenci deri-
vace v komplexni analyze.

Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune (1805-1859), belgic-
ky matematik, ktery zil a pracoval pfedev§im ve Francii a pozdé-
ji v Némecku. Po smrti Gausse mu byl nabidnut jeho post
v Gottingen. Zabyval se feSenim Fermatova teorému (neexis-
tence feSeni rovnice x" + " = Z" v celoCiselném oboru) pro n =35
a 14. Studoval polynomialni rovnice a intenzivné se zabyval
teorii Cisel. V mechanice studoval potencialy rovnovaznych sys-
tému. Hledal feSeni Laplaceovy rovnice s pevné danymi okrajo-
vymi podminkami (dnes nazyvanymi Dirichletovy podminky).
Dale se zabyval konvergenci trigonometrickych tad, které se
pouzivaly k feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Pti dikazu
konvergence je klicova funkce nazyvana Dirichletovo jadro.

Euler, Leonhard (1707-1803), viz sekce Teoreticka mechanika

Fourier, Jean-Baptiste Joseph de (1768-1830), francouzsky
fyzik a matematik. Spolu s danskym fyzikem H. Oerstedem ses-
tavili z bismutovych a antimonovych desti¢ek zdroj napéti podo-
bny Voltovu sloupu a zkoumali termoelektiinu. Ve spisu Theo-
rie analytique de la chaleur z roku 1822 matematicky zpracoval
teorii vedeni tepla, a tim pfispél k rozvoji parnich stroji. V uve-
dené praci polozil zaklad tzv. Fourierovy metody feseni parcial-
nich diferencidlnich rovnic s danymi okrajovymi podminkami.
Ukézal, jak silnym matematickym nastrojem v matematické
fyzice a matematické analyze jsou Fourierovy fady, kterymi Ize
nahradit periodické funkce na konecném intervalu. Pro neperiodické funkce zavedl
Fourierovu trasformaci. Zabyval se statistikou a teorii pravdépodobnosti. Fourierovo
dilo je prikladem toho, jak vyvolaly pozadavky fyziky vyznamny pokrok matematiky.

Gauss, Karl Fridrich (1777-1855), némecky matematik, ktery
je obc¢as nazyvan princem mezi matematiky. Byl fenomenalnim
ditétem, ve tfech letech upozornil otce na chybu pfi vypoctu
mzdy a fekl mu spravny vysledek. Kdyz byl ve $kole a vyucujici
jim zadal secist ¢isla od 1 do 100, odvodil formuli pro soucet
aritmetické fady. Podle Gausse se ve statistice nazyva Gaussovo
rozdéleni. V integralnim poctu je na jeho pocest pojmenovana
Gaussova véta pro prevod plosného a objemového integralu.
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Gauss doved! k dokonalosti zobrazovani komplexnich ¢isel v roving, kterou dnes nazy-
vame Gaussova rovina. Podle Gausse je také pojmenovana jednotka indukce magnetic-
kého pole gauss. Zabyval se teorii Cisel, integralnim a diferencialnim poctem, teorii
Cisel, geometrii, matematickou analyzou, elektrostatikou, astronomii, optikou, geodézii
a mnoha dal$imi obory pfirodnich véd. Stézejni dilo z teorie Cisel (Disquisitiones Ari-
thmeticae) napsal jiz v 21 letech.

Green, George (1793-1841), britsky matematik a fyzik, ktery
se zabyval pevnymi latkami. V matematice se zabyval vyuzitim
vicerozmérnych integralti k popisu elektromagnetického pole.
Odvodil Gaussovu vétu ve dvou dimenzich nezavisle na
Michailu Vasiljovi¢i Ostrogradském. Po Greenovi je pojmeno-
vana Greenova funkce — feSeni parcidlni diferencialni rovnice
s jednotkovym impulsem na pravé strané. Zil v Sneintonu, ktery
je dnes soucasti Nottinghanu. Pracoval zde jako mlynaf, nicmé-
né nasel zalibeni v matematice, které se jako samouk vénoval
stale vice a vice. Nakonec se rozhodl matematiku studovat a v roce 1832 byl piijat
témef ve svych 40 letech do Cambridge.

Hamilton, William Rowan (1805-1865), viz sckce Teoreticka mechanika

Hilbert, David (1862-1943), némecky matematik, ktery se
zabyval problémy geometrie (jsou po ném pojmenovany Hilber-
tovy prostory pouzivané v kvantové teorii), teorii Cisel,
matematickou logikou, diferencialnimi rovnicemi. Jeho zabér
byl skute¢né enormni. Je spoluzakladatelem varia¢niho poctu.
Ve fyzice se pokousel fesit problém tfi téles. V roce 1900
zformuloval 23 zasadnich matematickych problémut jako vyzvu
k feSeni ve 20. stoleti. N&které z nich zlstaly dodnes nevyiese-
ny. Hilbert studoval na Koningsbergzské univerzite.

Kronecker, Leopold (1823-1891), némecky matematik, zaby-
val se teorii ¢isel, grup a kvadratickych forem, diferencialnimi
rovnicemi, teorii pravdépodobnosti, determinanty a eliptickymi
funkcemi. Zejména se snazil nachazet souvislosti mezi jednot-
livymi matematickymi disciplinami. Stal se slavny vyrokem
,,Blih stvofil cela Cisla, vSe ostatni je vysledkem lidské prace®.
Studoval také astronomii, chemii, meteorologii. V roce 1860 se
stal ¢lenem Berlinské akademie a zacal pfednaset na univerzite.
Jeho prednasky ale pry byly jen obtizné sledovatelné. Po Kroneckerovi je pojmenovano
Kroneckeriv symbol dy,, ktery je roven 1, pokud je k=n, a 0,
pokud je k # n.

LadyZenska, Olga Alexandrovna (1922-2004), ruska matema-
ticka, ktera se zabyvala parcialnimi diferencialnimi rovnicemi,
zejména v oblasti proudéni tekutin. Zkoumala diferencni sché-
mata pro numerické simulace proudéni na pocitaci za pomoci
Navierovy-Stokesovy rovnice. Déle se zabyvala regularitou pa-
rabolickych a eliptickych parcialnich diferencialnich rovnic.
Zkoumala feSeni parcialnich rovnic ve smyslu distribuci a jako
jedna z prvnich formulovala problematiku tzv. slabych feSeni
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téchto rovnic. Za své prace ziskala v roce 2002 Lomonosovovu zlatou medaili. Je
autorkou vice nez dvouset védeckych praci, z toho Sesti monografii.

Laplace, Pierre Simon de (1749-1827), francouzsky mate-
matik a fyzik, ktery shrnul matematické poznatky vSech svych
predchiidci v astronomii v péti svazcich dila Mécanique Céleste
(Nebeskd mechanika) z let 1799-1825. Laplace systematizoval
a dale rozvijel teorii pravdépodobnosti ve svém dalSim dile
Essai Philosophique sur les Probabilités (1814). Jako prvni
vypocetl Gaussuv integral jako odmocninu z n. Také studoval
integralni transformaci, dnes nazyvanou Laplaceova transforma-
ce. K dokonalosti ji dovedl Oliver Heaviside. Laplace se také
podepsal na Lavoisierové kalorimetrické teorii. Navrhl kalori-
metr pro méfeni mérnych tepel mnoha latek. Objevil a zavedl gravitacni potenciél
a ukazal, Ze ve vakuu ho je mozné spocitat pomoci Laplaceovy rovnice. Poté, co byl
Napoleonem jmenovan ministrem vnitra, byl zanedlouho propustén se slovy: ,,Prinasite
nekonecné malou nadeji k vyreseni velkych problémii.

Laurent, Pierre Alphonse (1813-1854), francouzsky matema-
tik, ktery zobecnil Taylortiv rozvoj funkci i na zdporné mocniny,
coz umoznilo popsat funkce komplexni proménné v mezikruzi
mezi poly. Déle se zabyval polarizaci svételnych vin. Otec byl
Francouz, matka AngliCanka. Laurent vystudoval pafizskou
polytechniku Ecole Polytechnique a stal se vojenskym inZeny-
rem. Z pocatku pusobil na univerzité v Métach, pozdé€ji byl
odvelen do Alziru, kde se Castnil alzirské valky. Vratil se roku
1840, Sest let dohlizel jako inzenyr na rozSifovani pfistavu Le

u Havre. V roce 1846 navrhl Cauchy Laurenta za ¢lena akademie
véd, ale navrh neprosel. Laurentovy prace byly publikovany az po jeho smrti.

Legendre Adrien-Marie (1752-1833), vSestranny francouzsky
matematik, zabyval se naptiklad teorii ¢isel, feSenim diferencial-
nich rovnic a eliptickymi integraly. Na jeho prace navazovali
Niels Henrik Abel a Fridrich Gauss. Zobecnil pojem faktorialu
na gama funkci. Nalezl Legendreovu dudlni trasformaci, ktera
prevede Lagrangeovy rovnice na Hamiltonovy. Jsou po ném
pojmenovany Legendreovy polynomy, které jsou dulezité pii
feSeni vlastnich ¢isel Laplaceova operatoru na sféfe. Vydal
rozsahlé tfidilné pojednani Exercices de Calcul Intégral, kde je
zformulovana vétsSina jeho dalezitych vysledku.

Levi-Civita, Tullio (1873-1941), italsky matematik a fyzik.
Zptesnil Riemanndv vztah pro pocet prvocisel v daném interva-
lu. Zabyval se také aplikaci diferencialniho a tenzorového poctu
v obecné relativité. Na jeho pocest je pojmenovan Levi-Civitiiv
tenzor (totaln€ antisymetricky tenzor tfetiho fadu). Spolu s Wey-
lem se pokousel o vytvofeni jednotné teorie elektromagnetic-
kého pole a gravitace. Jeho zabér byl nesmirné Siroky, zabyval
se i nebeskou mechanikou, zejména problémem tii téles, kvanto-
vou teorii (Diracovou rovnici), hydrodynamikou a dal§imi tématy.
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Lie, Marius Sophus (1842-1899), norsky matematik zabyvajici
se teorii grup a jejimu vyznamu pro geometrii a geometrické
transformace. Spolupracoval s Oskarem Kleinem a Peterem Sy-
lowem. Ptipravil publikaci dosud neznamych praci Nielse Abela
(také norsky matematik) o grupach. Dale se vénoval vlastnostem
parcialnich diferencialnich rovnic z hlediska symetrii. Zavedl
Lieovy grupy a Lieovu algebru. Studoval v Berliné, kde ziskal
stipendium. Doktorat obdrzel na Univerzité v Christian¢ (dnesni
Oslo) v roce 1871. V roce 1878 se stal ¢estnym ¢lenem Londyn-
ské matematlcke spolecnosti, v roce 1892 ¢lenem Francouzské akademie véd a v roce
1895 zahrani¢nim ¢lenem britské Kralovské spole¢nosti v Londyné. Téhoz roku se stal
také ¢lenem americké Narodni akademie véd.

Moivre, Abraham de (1667-1754), francouzsky matematik,
ktery polozil zaklady teorie pravdépodobnosti. Jeho dilo, které
vydal v roce 1711, neslo nazev Philosophical Transactions. Poz-
déji bylo rozsiteno na Doctrine of Chances (vyslo v roce 1718).
Obsahovalo dilezité poznatky, Stirlingovu formuli a Gaussiv
integral. Také publikoval Moivreovu vétu, podle které 1ze vypo-
¢itat mocniny a odmocniny komplexnich Cisel. Byl pfitelem
Isaaca Newtona, Edmonda Halleye a Jamese Stirlinga.

Morgan, Augustus de (1806-1871), britsky matematik, ktery se
zabyval predevsim teorii mnozin a matematickou logikou. Z této
oblasti pochazeji jeho znamé de Morganovy vzorce. Zformu-
loval také korektni postup, jak provadét dikaz matematickou
indukei. Pfispél vyraznou mérou i k teorii kvaternionti (zobec-
néni komplexnich Cisel na ¢tvefice), jimiz se zabyval od samot-
ného pocatku. Narodil se v Indii rodiné britskych kolonizatort.
Vystudoval v Cambridgi. Vét§inu své kariéry stravil na Londyn-
ské univerzité, kde se stal profesorem matematiky.

Pfaff, Johann Friedrich (1765-1825), némecky matematik,
ktery byl ptredchtidcem Friedricha Gausse. Pfaff vystudoval Got-
tingenskou univerzitu, pozd¢ji studoval v Berlin€ astronomii pod
vedenim Johanna Bodeho. Pocital udaje o poloze astronomic-
kych objektd. V roce 1788 se stal profesorem matematiky na
Univerzit¢ v Helmstedtu. Pracoval zde az do zruSeni univerzity
v roce 1810. Utogisté poté nalezl na Univerzité v Halle, kde
pracoval do konce Zzivota. Zabyval se matematickymi fadami
a integralnim poc¢tem. Nejvyraznéjsi uspéchy dosahl pfi studiu
parcialnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Systematicky
analyzoval diferencialni formy, které dnes nesou jeho jméno.

Riemann, Bernhard George Fridrich (1826-1866), némecky matematik (zemiel
v Italii). Vytvofil vyznamné prace v diferencialni geometrii, komplexni analyze a mate-
matické fyzice. Jeho prace umoznila vznik obecné relativity. Zabyval se také abelov-
skymi funkcemi, eliptickymi integraly a byl vynikajicim pedagogem. Jeho vliv na mate-
matiku byl obrovsky. Riemann studoval zpoc¢atku teologii. V roce 1846 sehnal jeho otec
dostatek prostfedkl, aby mohl zacit studia na Univerzit¢ v Gottingen, kde navstévoval
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prednasky Gausse. V roce 1847 odesel studovat na dva roky do
Berlina. V roce 1849 vratil do Géttingen. Zde se v roce 1857 stal
mimofadné jmenovanym profesorem. Je po ném pojmenovano
nékolik desitek matematickych pojmi, které objevil nebo
vyvinul: pfedev§im jde o neeuklidovskou Riemannovu geomet-
rii, kterou zacal budovat v roce 1854 a ktera umoznila pozdé;si
vznik obecné relativity a RiemannQv tenzor kiivosti popisujici
vlastnosti této geometrie. Dale jsou po Riemannovy pojmeno-
vany: Cauchy-Riemannovy podminky pro existenci derivace
komplexni funkce, zobecnény Riemanniv integral, Riemannav-Stiltiestiv integral, Rie-
mannova zeta funkce, Riemannova theta funkce, Riemannova sféra, Riemanntiv povrch
a mnohé dal$i. Riemannovo jméno nese také krater na Mésici a planetka 4167 Riemann.

Schwartz, Laurent (1915-2002), francouzsky matematik, pri-
kopnik teorie distribuci na zapadni strané Zelezné opony. Distri-
buce jsou fnkce, které maji smysl jen ve skalarnim soucinu s tzv.
testovaci funkci. Cim lepi vlastnosti maji testovaci funkce, tim
»divocejsi® vlastnosti mize mit pivodni funkce. Prostor testo-
vacich funkci se dnes zazyva Schwartziiv (Soboleviiv) prostor.
Schwartz vystudoval prestizni francouzskou univerzitu ENS
(Ecole Normale Supérieure). Nékolik let vyucoval na Patizské
polytechnice. Vénoval se také popularizaci fyziky a matematiky.
Vystupoval proti totalitnimu Stalinovu rezimu v Sovétském svazu.

Schwarz Hermann Amandus (1843-1921), némecky matema-
tik zabyvajici se komplexni analyzou, variaénim poctem a dife-
rencialni geometrii. Schwarz studoval plivodné chemii v Berlin¢,
ale nakonec se pod vlivem vyznamného matematika Karla
Weierstrasse rozhodl studium chemie ukoncit a zacal studovat
matematiku. Pracoval na Univerzité v Halle, poté na Spolkové
vysoké technické Skole v Curychu (ETH). V matematice je po
ném pojmenovano Schwarzovo mapovani a také Schwartzovo
lemma nékdy téz nazyvané Cauchyho-Schwarzova nerovnost.

Sobolev, Sergej (1908-1989), sovétsky matematik zabyvajici se
matematickou analyzou a diferencidlnimi rovnicemi. K jeho
nejvyznaméjSim prispévkiim pattila formulace teorie distribuci,
kterou rozvinul na vychodni stran¢ Zelezné opony nezavisle na
francouzském matematikovi Lauarentu Schwartzovi. Jako prvni
zformuloval, co je to slabé feseni parcidlni diferencialni rovnice
(feSeni ve smyslu skalarniho soucinu). Tento koncept pozdéji
detailné rozvedl Schwartz. Sobolev vystudoval Leningradskou
univerzitu a poté piisobil na fadé sovétskych univerzit. Byl ocenén zlatou Lomono-
sovovou medaili. Samoziejmosti bylo také ocenéni Hrdina socialistické prace.

Stokes, George Gabriel, sir (1819-1903), irsky matematik a fyzik. Studoval mecha-
niku kontinua, viny v pruznych télesech, akustiku, optiku, ohyb vInéni, polarizaci atd.
Na jeho pocest je zakladni rovnice mechaniky kontinua nazvana Navierova-Stokesova.
Kromé hydrodynamiky se zabyval méfenim zmén gravitacniho pole na povrchu Zem¢.
Jeho zdjem piekrocil prah fyziky, zabyval se také chemii a botanikou. Vystudoval
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Tait, Peter Guthrie (1831-1901), skotsky matematik a fyzik,
prukopnik termodynamiky. Spolu s Kelvinem sepsal pojednani
Treatise on Natural Philosophy. V matematice se zabyval topo-
logii, teorii grafti, teorii uzlt a kvaterniony. Ve znamost vesel
jeho spor s Maxwellem ohledné pojmenovani a oznaceni vek-
toru tvofeného parcidlnimi derivacemi funkce. Nakonec zvitézil
Taitiv navrh fikat pfisluSnému operatoru nabla podle asyrské
harfy. Tait vystudoval Edinburghskou univerzitu, poté pokraco-

Pembrokeovu kolej v anglické Cambridgi, kde v roce 1849 zis-
kal profesuru. Jsou po ném pojmenovany: Navere-Stokesova
rovnice (pohybova rovnice tekutiny), Stokesova véta (pfevod
mezi plosnym a kfivkovym integralem), jednotka viskozity sto-
kes, Stokestv vektor (popisuje polarizaci), Stokesiiv posuv (me-
zi absorp¢ni a emisni ¢arou), Stokesova linie (separatrisa v kom-
plexni rovin€) a Stokestiv zakon (viskdzni sila na téleso pohy-
bujici se v tekuting).

val ve studiich v Cambridgi.

Taylor, Brook, sir (1685-1731), anglicky matematik, zformu-
loval metodu polynomidlniho rozvoje funkci, zndmou jako
Taylorova tada. Taylorovy fady byly zobecnény Pierrem Al-
phonsem Laurentem. Taylor se také zabyval kone¢nymi diferen-
cemi, které jsou dnes zakladem mnoha numerickych metod. Za
pomoci diferenci zjistoval pohyb kmitajici struny. Kromé mate-
matiky se vénoval i fyzice (magnetizmu a kapilarnim jevim),
filosofii a nabozenstvi. Taylor vystudoval matematiku v Cam-
bridgi. V roce 1712 byl zvolen ¢lenem Kralovské spolecnosti.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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absolutni nula 125, 136, 141
adiabatické priblizeni 68—70
adiabaticky invariant 67
algebra
Lieova 287
vné&jsi 338
anticastice 13, 126, 202, 205, 210, 214,
216, 229, 389, 392
atraktor 86, 89
bruselator (2D, 4D) 90, 91
Lorenziv 92
podivny 90, 92
bariéra a jama 131, 155
Coulombova 131
pravouhla 155-157
trojuhelnikova 164
bifurkace 83, 385
Hopfova 85
bispinor 210, 217-218
Bellovy nerovnosti 236-239
Benoixonovo kritérium 90
Bohrv model 115
bosony 197, 224, 226, 291-306
bra 296
brachystochrona 19, 31
Brillouinova zona 162—-163
bruselator 90, 91
Cauchyho
fundamentalni véta 260-261
hlavni hodnota 265, 267
integralni formule 268
-Lorentzovo rozdéleni 349
-Riemannovy podminky 260
Curieova teplota 84
Casovy vyvoj 93, 102, 179-183
¢éislo
vlastni, charakteristické 74-75, 77-79,
118, 121, 138, 142, 145, 149, 159, 164,
168, 171, 176, 181, 206, 224, 254, 295,
309-314, 344, 345
étytvektor 42, 99, 104, 201, 293-294
dekoherence 231-233
délkovy element 246
derivace
konvektivni 318
slozené funkce 244
ve sméru 317

dipdlovy moment (dip6l)

elektricky 103

magneticky 48, 103
diferencialni forma 357-361
Diracova symbolika 295-315
Diracovo mote 216
disperze 200, 203, 228-229
distribuce

Diracova 348

temperovand 350
divergence (operator) 320
druhé kvantovani 225-230
dynamicka proménna 117-125
elektron 176, 205, 218
element miry 339
elipsa 37, 53, 55, 69, 362
energie

disipace 61

kineticka 23, 247

potencialni 23, 28

tepelna 22, 61

zaporna 53

zobecnéna 30, 35
entropie 83, 269, 321, 397
entropicka sila 269
EPR paradox 234-236
excentricita

norméni 362

numericka 53, 363
experiment (y)

Aharontiv-Bohmiv 187

DAMA/Libra 193

dvojstérbinovy 186

Galileo Galileie 11

KamLAND 185

Machtiv-Zehnderav 190

MINOS 185

se symetrii 27

Sterntiv-Gerlachtiv 197-198
fazovy portrét 76
fazovy prechod

Curietv 84

prvniho druhu 83

druhého druhu 83-84
fermiony 224, 225, 227
Feynmanovo zizeni (slash) 212
foton 112, 113, 125, 190, 231-239
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Fourierova
fada 303, 307, 315, 342, 351
transformace 351-354
frekvence
cyklotronni 45
uhlova 37, 114, 183
funkce
Airiho 165
Besselova 164, 341-344
Greenova 354
Hamiltonova 34, 71-73
holomorfni 260
Chandrasekharova 346
chybova 346
kulova 176, 344
Lagrangeova 20-23, 108, 219-222
Rayleighova disipacni 61, 64
specialni 341
zobecnéna 348
funkcional 20, 22, 31
gradient 317
gravitace 34, 50, 56, 164
gyrace 45

Heisenbergovy relace neurcitosti 111, 115,

124-126, 128, 151
helicita
hustota 328-329
integralni 328-329
homogenita prostoru 31
hranice kvantového svéta 135

hustota pravdépodobnosti 38, 143, 155

hybnost 28
hyperbola, viz kuzelosecky
hyperndboj 199
chemicka reakce 90-91, 94-95
index
kovariantni 291
kontravariantni 291
zvySovani a snizovani 292
integrace per partes 337
integracni faktor 81, 82, 360
integral
objemovy 336
ktivkovy 340
plosny 334
po drahach 189
interpretace
holograficka 135
klasicka 134
kodariska 132—133
mnohosvétova 134
souvisejici s védomim 135
statisticka 120
inverzni Giloha 63—-66

izoplocha 245, 317, 318
izospin 27, 28, 198-199
izotropie prostoru 31

jama

kone¢na 152-155
nesymetricka 131
nekoneéna 150-152
pravouhla 131, 150, 152
sféricka 131

symetricka 131

jev

Aharontiv-Bohmv 187-189
Comptontv 113

Comptontv inverzni 113
dualizmus vln a ¢astic 13, 110
fotoelektricky 13, 110, 112, 142
ohyb elektront 113

tunelovy 132, 155, 157

zateni Cerného télesa 111, 121, 376

Ljapunova stabilita 86
Ljapunoviiv koeficient (exponent) 86
Keplerova uloha 50-55
ket 296
koeficient
odrazu 157
propustnosti 157
kompatibilita 117, 122—124
komplexni ¢isla
goniometricky tvar 250
kartézsky tvar 248
reprezentace 248
komplexni sdruzeni 249

komutator 120, 122, 168, 192, 201, 206,

215, 288, 290, 300-301
konfigurace 18—18
konfiguraéni prostor 17
konstanta

Planckova 121
konvoluce 278, 352
kovariance 102
kvantovy

ping-pong 164

stav 117
kuzelosecky 362

elipsa 362

hyperbola 363

parabola 364

parametr 363
kvantova interference 135, 183, 186
kvantové ¢islo

hlavni 176-178

izospin 27, 28, 198-199

magnetické 171

magnetické spinové 197
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radialni 177 sedlo 77, 95
spin 197 uzel 77
vedlejsi 171-172 normalni uspofadani 229
kyvadlo 17, 24, 26, 31, 48, 67, 126 nulové kmity 141
kvaterniony 257 numerické feSeni 40, 165, 178, 331, 332,
Lagrangeovy body 56—60 347, 386, 387, 391, 395, 401, 405
Larmoruv polomér 45, 70, 256 odchylka
Laueho-Langevintv ustav 165 stfedni kvadraticka 124
Lieova algebra 287 ohyb elektrond, viz jev
obecné 287 okoli bodu 88
strukturni koeficienty 289 oktoniony 257
limitni cyklus 86, 87, 90 operator
LS vazba 197 anihila¢ni 198, 144146, 169, 226, 230
Machuv-Zehnderav interferometr 190, derivace 303
231-233 evoluéni (Cas. vyvoje) 179
makrosvét 110, 118, 133, 135, 186 funkce 298, 312
matice Hermitav 302
antisymetrickd 279 hybnosti 129, 203, 205
C214 inverzni 299
Diracovy 208, 212-214 komutator 122, 288, 290, 300
rozptylu 159 kreacni 144, 224-226, 326
stability 76-80 kiivocaré soufadnice 367
symetrickd 279 kvadrat 298
v 214-215 Laplacetv 174, 175, 204,
3215 mocniny 298
maticova mechanika 118, 147 odchylky 124
mechanicky systém 16 poctu Eastic 226
metoda potencialu 81 polohy, soutadnice 129, 148
metrika posuvny 169
metricky tenzor 339 projekeni 303
Minkowského metrika 213, 293 rychlosti 209
mikroskop sdruien}'/ 299
elektronovy 110, 113, 114 spektrum 129-130, 138, 309-313
elektronovy holograficky 189 unitarni 301
rastrovaci tunelovy (STM) 157-158 vymény 223
mikrosvét 110, 111, 117, 132 virialu 193
mira 339 oscilace neutrin 184185
mnozina oscilator
hust& pokryta 89 harmonicky 36, 40, 69, 75, 125, 138
chaoticka 89 klasicky 270
invariantni 89 kvantovy 138, 272
oteviena 88 nelinearni 78
uzaviena 88 sféricky harmonicky 132, 167, 177
model (y) van der Poliv 87
Bohriv planetarni 114 oscilujici rovnovaha 95
Kronigiiv-Penneyiiv 160 paprsek 118, 145, 297
moment hybnosti 28, 169 parabola, viz kuzelosecky
nasobnost polu 262 parametr
nedeterminizmus 111 kuzelosecky 363
nekomutativnost 111, 118, 157, 186 uspofadani 84
nelinearni dynamicky systém 74-97 skryty 134, 231-239
nerozlisitelné ¢astice 223 Pfaffovy diferencialni formy 357-361
nestabilni Poissonovy zavorky 39, 102, 110, 121, 248

ohnisko 77, 85, 96 polarizace 103, 126, 234, 298
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pole
cirkulace 325-327
elektromagnetické 103, 218
kanonicky sdruzené 102
Kleinovo-Gordonovo 200
potencial 103—104
skalarni 98
tok 320-323

poloosa 69, 345

poly 262

polynom
Hermitav 142, 276
Laguerruv 204
Legendretv 175

potencial
Coulombuv 132, 167, 177
definice 81
dna konakové lahve 82-84, 101
efektivni 53, 57
harmonicky 36, 138
periodicky 160
sféricky symetricky 243
skalarni 98, 103
vektorovy 103, 187

pozitron 216

pravidlo vyvrtky 283

princip
Caratheodoryho 361
Hamiltonuv 20, 70, 189
holograficky 268
integralni 16

korespondence 120, 180, 191, 201,

209, 229
nejmensi akce 20, 189
Pauliho vylucovaci 224-225
superpozice 118, 200, 231
problém
dvou téles 50, 55
prostor
fazovy 35

Hilbertav 118, 129, 138, 149, 232,295

k-prostor 163
komplexnich N-tic 275
komplexnich funkeci L7276
komplexnich posloupnosti 276
konfiguracni 17, 35
linearni vektorovy 270
realnych N-tic 274
realnych trojic 273
Schwartziv 350
Soboleviv 350
unitarni 277

prvni diferencial 244

rapidita 195

reciprokd miiz 163
relace

disperzni 200, 203, 228
komutaéni 121-123, 125, 129, 144
neurcitosti 111, 115, 123, 126, 151

reprezentace

obsazovacich ¢isel 225
skalarni 173
spinorova 173
vektorova 173
x-reprezentace 174

reziduum 262-263

v nekonecénu 263

rotace 194, 253

generator 254
operator rotace 254
v roviné 253

rovnice

Airiho 164

autonomni 74

difaze 313, 355

Diracova 205-215

evolu¢ni 93-97
Hamiltonova-Jacobiho 71-73
Hamiltonovy kanonické 3340, 248
Helmbholtzova 341-344

Kleinova-Gordonova 200-205

Lagrangeovy 20

Lagrangeovy polni 98

logisticka 96

Maxwellovy 23, 103—-108
pohybova 16, 48, 55, 57, 61
pohybova Lorentzova 43, 107
Poissonovy 39

Schrodingerova 129, 139, 141, 150

Schrodingerova ¢asova 181, 200, 205

sin-Gordonova 101
teplotni difuze 313
vlnova 99
Volterrova-Lotkova 96

rozdéleni

Cauchyho-Lorentzovo 349
Maxwellovo 346

rozptyl 159
rozvoj

Lauarentiv 261
Legendretv 345, 372
prvku do baze 306

Tayloriv 36, 76, 260, 268, 299, 317-318,

371,398

rychlost

fazova 203
grupova 203
plosna 17, 55
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uhlova 17, 57 Lorentzova 27, 196
zobecnéna 17, 34, 35, 61 nabojové sdruzeni 217
sdruzeni rota¢ni 27, 194, 196
Diracovo 212 translacni 28
Hermitovo 217, 299 U(1) 218
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Vybrané kapitoly z teoretické fyziky II

Dalsi dil ,,Vybranych kapitol* navazuje na tvodni ucebnici, kterou prave drzite v rukou.
Potfebné matematické zaklady pro druhy i teti dil jsou soucasti prvniho dilu trilogie.
Druhy dil je vénovan statistické fyzice, elektromagnetickému poli a relativité. K pocho-
peni statistické fyziky je tfeba znat alespon zaklady teoretické mechaniky a kvantové
teorie. Teorie elektromagnetického pole ukazuje eleganci Maxwellovych rovnic a odvo-
zuje znich jednotlivé fyzikalni jevy az po nejruzné€jsi druhy elektromagnetického
zateni. Posledni Cast druhého dilu je vénovana relativité, kterd zcela zménila nase
chapani, jak funguje svét kolem nas. Zacina specialni relativitou a pokracuje zaklady
obecné relativity, soucasné teorie gravitacni interakce.

statisticka fyzika
elektromagnetické pole
relativita

Vybrané kapitoly z teoreticke fyziky III

Tteti a posledni dil ,,Vybranych kapitol* je vénovan fyzice plazmatu a numerickym
metodam feSeni fyzikalnich uloh. Fyzika plazmatu je bouflivé se rozvijejicimu odvét-
vim védy, které umoznuje chapat nejen procesy ve vesmiru. Lidstvu také pfinasi pre-
vratné technologie, které se stavaji soucasti naseho bézného zivota. Fyzika plazmatu
umoziiuje nové metody 1é¢by pacientli v medicin€. Za zaklad této ¢asti knihy poslouzila

vvvvvv

zejména solitony, turbulenci a fyziku ubihajicich elektront. Druha ¢ast posledniho dilu
»Vybranych kapitol* je vénovana naprostym zakladim numerickych simulaci fyzikalni
procest. Razantni nastup vypocetni techniky umoznuje fascinujici simulace procest
probihajicich i za extrémnich podminek, které jsou ¢asto experimentalné nedosazitelné.

teorie plazmatu
numerické simulace
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